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摘要 

    近年來輪型機器人的發展研究受到高度重視，除了應用於日常生活

外，由於許多輪型機器人為非線性系統或甚至是不穩定的系統，故常被

用來驗證各式非線性控制理論的效能，是非常適合學術研究和教學實驗

用途的機電系統。本論文旨在設計並實現一單輪車系統，並使其能穩定

平衡。論文中吾人以 Euler-Lagrange 法推導其完整的三維空間動態數學

模型，再針對此數學模型進行系統模擬以及設計回授線性化控制器與順

滑模態控制器，論文中吾人以慣性量測元件來偵測系統姿態，並輔以互

補濾波器以得到較佳之回授訊號，且採用類比多工器達到擷取多組訊號

之目的，最後以數位訊號處理器 (TMS320F2812)實現平衡控制器以及互

補濾波器並使系統達到穩定平衡。  
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Abstract 

    In recent years, the development of wheel-type robots has been a highly active 

research field. Besides the daily-life applications, because of the fact that many 

wheel-type robots are nonlinear or even unstable systems. They are commonly used 

to study the performance of many nonlinear control schemes. These 

electromechanical systems are very suitable for the purposes of the educational 

experiments and academic research. This thesis aims to design and implement a 

unicycle system. In this thesis, the Euler-Lagrange method is used to derive the 

three-dimensional dynamic model of the unicycle system. The mathematical model 

is then used for the system simulation and designing the feedback linearization 

controller and sliding mode controller for stabilizing the system. Inertial 

measurement devices are used to sense posture angles of the system. The 

complementary filter is used to obtain the less noisy feedback signals from the 

inertial measurement devices. We also use an analog multiplexer to acquire multiple 

analog signals. Finally, the stabilizing controller and complementary filter are 

implemented through a digital signal processor (TMS320F2812) to achieve the 

purpose of balance control. 
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第一章  緒論 

1-1  研究背景與動機 

    隨著日新月異的電子及機械相關技術及產品的發展，各類機電系

統，不管是居家用途、學術研究、商業宣傳、運載系統等，均不斷的被

開發研究。而機電系統中，機器人是最具代表性之ㄧ的產品，機器人的

發展儼然成為提升現今生活品質不可或缺的一部份，尤其是在高危險性

以及高精密度的應用層面，更突顯其重要性，故機器人相關主題之研究

一直是各大廠商或研究單位的主軸之一，而與機器人設計相關的背景知

識涵蓋了電子、電機、機械、通訊、控制等，由此可看出機器人是由跨

領域科技整合而來。  

    機器人的行走模式非常多樣，包括足型、輪型、履帶型等都是常見

的機器人移動模式。其中又以輪型機器人的應用範圍最為廣泛，而其中

具高度困難度與新奇度的單輪車機器人也是近年各大單位極力開發的主

題，而最具代表性的系統莫過於日本村田製造所的 MURATA GIRL [1]，

此系統主要用於商業宣傳以及提升大眾對機器人之興趣，另外，由本田

公司所開發之 U3-X [2]單輪車載人機器人，此機器人的開發除了載人用

途外，最重要是其以單輪型態達到全向移動目的之重大突破，近期還有

斯洛伐尼亞的發明家 Aleksander Polutnik 所發明的載人單輪系統

eniCycle [3]，這些都是商業領域著名之單輪車機器人系統。而在學術研

究上，由於單輪車系統具有不穩定、非線性以及欠致動性之特性，且其

數學模型相當複雜，就控制觀點而言，此系統具有高度的挑戰性，非常

適合驗證各控制器之效能，故有其研究之價值。  
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1-2  研究目的 

    本實驗室近期在輪型機器人的發展上，已有些許成果，如全向移動

機器人[4]-[6]，或兩輪倒單擺機器人[7]，均是實驗室在輪型機器人發展

上之成果。  

    本論文目的在於建構一個單輪車系統，包含其數學模型的推導以及

機電系統的設計製作，並設計相關控制器以令其能穩定平衡。其機械架

構如圖 1-1 所示，在不加以控制的情況下，系統將不穩定地前後或左右

傾倒，故吾人在系統上下方各設置一致動器，目的為維持系統左右及前

後平衡。  

 

圖 1-1 單輪車系統機械架構示意圖  

    單輪車系統在運動過程中，不管是立定或者進行移動及轉彎等進階

動作，均需建立在平衡的條件下，故平衡控制對單輪車系統而言，是最
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基礎但也是最重要的一環。  

1-3  研究步驟 

本論文研究步驟流程如圖 1-2 所示。  

 

建立單輪車系統之動態數學模型

設計單輪車系統平衡控制法則

進行控制器與系統模擬和評估可行性

實作驗證

建構單輪車系統之硬體平台

 

圖 1-2 研究步驟流程圖  

本論文的研究步驟分述如下：  

(1) 建立單輪車系統之動態數學模型：  

    本文以 Euler-Lagrange 法以及座標軸轉換理論為基礎，針對單

輪車系統推導其完整之動態數學模型，以利系統模擬分析，和控制

器設計及模擬。  
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(2) 設計單輪車系統平衡控制法則  

    由動態數學模型可得知，本系統在接近平衡點時，忽略偏向角

後，可以解耦合為前後方向與左右方向兩個獨立的子系統，故本論

文除了設計 LQR 控制器外，另外針對解耦合後之左右方向動態做回

授線性化控制器設計，以及解耦合後之前後方向動態做順滑模態控

制器之設計，以完成系統平衡控制。  

(3) 進行控制器與系統模擬和評估可行性  

    利用 MATLAB/Simulink 軟體進行控制器與系統數值模擬，並評

估其可行性。  

(4) 建構單輪車系統之硬體平台  

    本系統實驗平台基本架構如圖 1-1 所示，系統的平衡仰賴輪子

的移動來維持前後平衡，以及轉盤的轉動維持左右平衡，另外搭配

相關感測器，包括光學編碼器、陀螺儀、加速規，並設計所需之電

子電路。  

(5) 實作驗證  

    將實際系統整合並加以實現系統平衡控制，驗證控制器可行性。 

1-4  相關文獻探討 

    單輪車系統的研究開發，不管在商業或學術單位都有相關人員投入

研究，商業上最著名莫過於 1-1 節所提之 MURATA GIRL [1]，如圖 1-3，

此系統以陀螺儀偵測姿態，並搭載超音波感測器、影像感測器以及藍牙

用以偵測與物體之間距離和回傳運動時影像。  
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圖 1-3 村田製造所的 MURATA GIRL 

    學術研究方面，近 20 年來也有許多的研究人員進行單輪車系統的相

關研究，不管是單純模擬控制理論應用於單輪車系統上之控制效能的研

究，如 D. V. Zenkov [8]為首的研究人員，以 Lyapunov-Malkin Theorem

應用於單輪車系統的模擬研究。在實際建構出單輪車系統平台，近年來

均有不少相關主題的研究發表，而這些實際建構出單輪車系統平台的研

究文獻，其左右平衡控制機制除了與 MURATA GIRL 以慣性轉盤型式相

同外，另外也有許多不同型態的單輪車系統，例如日本學者藤川明洋[9]

所開發的單輪車機器人，如圖 1-4，是用類似鐘擺的方式來維持左右的

平衡，但此系統在數學模型的推導將前後動態以及左右動態分別推導，

故並無完整的三維空間動態數學模型。還有以臼井清一 [10]為首的研究

人員，以慣性桿的方式來達到左右平衡的目的，此研究具完整三維空間

的數學模型為基礎，並自行推導一套陀螺儀積分的漂移誤差觀測法並加

以修正誤差，其系統實體如圖 1-5 所示。另外還有以 Z. Sheng 和 K. 

Yamafuji[11, 12]等研究人員開發的單輪車系統，此系統將慣性轉盤垂直

於車身以控制偏向角度來維持系統的平衡，其原理為讓單輪車轉向傾倒

的方向再配合前後移動使系統平衡，其機構示意圖如圖 1-6，而此單輪
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車系統其前後移動機制採用仿人騎車形式，與其他系統有很大的差異。

近期還有 S. Majima [13, 14]等人所開發之單輪車系統，此系統採用慣性

轉盤的機械結構來控制左右平衡，另外，此系統上使用了兩個加速規以

估測及消除量測角度訊號時，因系統移動或震動所參雜的加速度雜訊，

此外，此主題研究重點在於發展一套控制方法以控制單輪車系統的偏向

角度，其系統結構如圖 1-7 所示。  

 

圖 1-4 藤川明洋的單輪車系統  

 

圖 1-5 臼井清一研究團隊的單輪車系統  
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圖 1-6 Z. Sheng 等人的單輪車系統  

 

圖 1-7 S. Majima 等人的單輪車系統  

1-5  實驗室相關成果 

    本實驗室多年來致力於欠致動性系統以及輪型機器人系統的研究，

迄今在各系統以及控制器上已有許多成果。相關欠致動性系統與控制器

的發展有洪介仁學長[15]以電腦為基礎搭配運動軸卡以 LQR 控制器完成

車與桿倒單擺系統之平衡控制，凌朝雄學長[16]以電腦為基礎搭配運動
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軸卡並以回授線性化搭配及點配置法完成慣性輪單擺的非線性控制，呂

育勝學長[17]以順滑模態與非線性系統順滑模態完成球與弧系統的平衡

控制，劉士源學長[18]以 Lagrange 法和座標軸轉換理論推導三維空間球

與球系統，並以回授線性化與順滑模態控制器實現平衡目的。輪型機器

人的發展有翁義清學長[4]以狀態回授線性化結合 PID 控制器完成全向

移動機器人之路徑追蹤控制，徐嘉明學長[5]以 CMOS 影像感測器建立視

覺伺服為基礎之全向移動機器人追蹤控制，顏忠逸學長[6]以兩顆 CMOS

感測器模擬人的雙眼完成即時物體追蹤之立體視覺導引全向移動機器人

之研製，洪聆剛學長[7]以 DSP 為基礎搭配互補濾波器完成兩輪倒單擺機

器人的平衡控制。  

1-6  論文結構 

    本論文共分為 10 個章節，分別為；  

第一章：緒論  

第二章：單輪車系統與直流馬達數學模型  

第三章：回授線性化理論探討  

第四章：順滑模態控制理論探討  

第五章：平衡控制器設計與模擬結果  

第六章：單輪車系統機構設計與製作  

第七章：外部硬體電路介紹  

第八章：互補濾波器  

第九章：實驗結果  

第十章：結論與未來展望  
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第二章  單輪車系統與直流伺服馬達數學模型 

2-1  前言 

    在本章中吾人將使用 Euler-Lagrange method 以及座標軸旋轉之觀念

推導單輪車系統之數學模型，目的是將複雜的物理現象以簡單的結構和

數學方式加以描述，以方便作為系統分析及控制器設計及模擬之用。整

個單輪車系統的機構圖如圖 2-1 所示，由圖 2-1 可知，整個系統的動態

可分為兩個部份：一個為機構系統的動態；另一個為直流伺服馬達的動

態。在此吾人將分別對這兩個部份作數學模型的建立，最後再將這兩個

系統合併成為一個完整的數學模型，以方便系統模擬及控制器設計之

用。本章節內容有：2-2 節為單輪車系統數學模型之建立；2-3 節為直流

伺服馬達數學模型與其參數識別；2-4 節為單輪車整體系統數學模型。  

 

圖 2-1 單輪車系統機構圖  
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2-2  單輪車系統數學模型之建立 

    本論文採用 Euler-Lagrange method 來對單輪車系統作數學模型之建

立，推導過程中所使用之座標軸轉換理論及公式請參照本實驗室 98 級劉

士源論文「以回授線性化與順滑模態控制之球與球系統的平衡控制」[18]

以及動力學 [19]，為了數學上清楚表示，文中在符號上標處加橫線代表

向量，以單位向量加上括號代表座標系，例如 ˆ ˆ ˆ( ,  ,  )x y z 。依圖 2-1 可將單

輪車系統簡化成圖 2-2 單輪車系統示意圖：  

 

β
α

φ

θγ

( ,  )x y

x̂

ŷ

ẑ

( ,  ,  ,  )w wx wy wzm I I I
( ,  ,  ,  )b bx by bzm I I I

( ,  ,  ,  )d dx dy dzm I I I

ˆcx′′′

ˆcy′′′

ˆcz′′′

 

圖 2-2 單輪車系統示意圖  

圖 2-2 中系統參數定義如下：  

    α：單輪車平行行進方向之前後擺動角度  (rad) 
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    β ：單輪車垂直於行進方向之左右擺動角度  (rad) 

    γ ：單輪車偏向角度  (rad)  

    θ ：車輪的旋轉角度  (rad) 

    φ ：轉盤的旋轉角度  (rad) 

    wm ：輪子的質量  (kg) 

    bm ：車身的質量  (kg) 

    dm ：轉盤的質量  (kg) 

    wxI ：輪子繞 ˆcx′′′軸的轉動慣量  (kg- 2m ) 

    wyI ：輪子繞 ˆcy′′′軸的轉動慣量  (kg- 2m ) 

    wzI ：輪子繞 ˆcz′′′軸的轉動慣量  (kg- 2m ) 

    bxI ：車身繞 ˆcx′′′軸的轉動慣量  (kg- 2m ) 

    byI ：車身繞 ˆcy′′′軸的轉動慣量  (kg- 2m ) 

    bzI ：車身繞 ˆcz′′′軸的轉動慣量  (kg- 2m ) 

    dxI ：轉盤繞 ˆcx′′′軸的轉動慣量  (kg- 2m ) 

    dyI ：轉盤繞 ˆcy′′′軸的轉動慣量  (kg- 2m ) 

    dzI ：轉盤繞 ˆcz′′′軸的轉動慣量  (kg- 2m ) 

    rl ：輪子的半徑  (m) 

    l ：車身長度  (m) 

( ,  )x y ：大地座標系上輪子接觸地面之位置  



 2-4

    本論文採用 Euler-Lagrange Method 來求得系統模型，故需要系統之

總動能以及總位能。單輪車系統之系統總動能如(2-1)式所示：  

 wheel body diskT T T T= + +  (2-1) 

其中  

 _ _wheel w moving w rotationT T T= +   (2-2) 

 _ _body b moving b rotationT T T= +  (2-3) 

 _ _disk d moving d rotationT T T= +  (2-4) 

    (2-1)式中 wheelT 為車輪動能， bodyT 為車身動能， diskT 為轉盤動能。

_w movingT 、 _w rotationT 分別為車輪位移動能以及旋轉動能， _b movingT 、 _b rotationT 、

_d movingT 、 _d rotationT 分別為車身以及轉盤之位移動能及旋轉動能。又知位移

動能與位置向量之關係為  

 T
_

1
2w moving w w wT m r r= � �  (2-5) 

 T
_

1
2d moving d d dT m r r= � �  (2-6) 

 T
_

1
2b moving b b bT m r r= � �  (2-7) 

其中 wr 、 br 、 dr 分別為車輪，車身以及轉盤之質心在大地座標系上的位

置向量。考慮大地座標系之單位向量 x̂、 ŷ、 ẑ ，以 wr 為例，向量 wr 定義
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為 ˆ ˆ ˆw wx wy wzr r x r y r z= + + ，為了接下來符號表示的方便起見，吾人以行向量

形式(column vector format)來表示向量  

 
wx

w wy

wz

r
r r

r

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (2-8) 

同理  

 
dx

d dy

dz

r
r r

r

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (2-9) 

 
bx

b by

bz

r
r r

r

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (2-10) 

    首先，根據圖 2-3 系統車輪示意圖以及三角函數的關係可得車輪在

大地座標系上位置向量之各分量為  

 sin sinwx rr x l β γ= −  (2-11) 

 sin coswy rr y l β γ= +  (2-12) 

 coswz rr l β=  (2-13) 
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β

γ

( ,  )x y

rl

γ

ẑ

ŷ

x̂  

圖 2-3 系統車輪示意圖  

    接著將利用座標軸旋轉的觀念求得車身以及轉盤之位置向量。首先

定義一個以輪子質心為原點之車上座標系 ˆ ˆ ˆ( ,  ,  )c c cx y z ，如圖 2-4 所示。  

β
α

γ

ˆcx

ˆcy

ˆcz

 

圖 2-4 車上座標系示意圖  



 2-7

    接著採用固定體座標旋轉(body-fixed rotations)的觀念，且系統座標

軸旋轉示意圖如圖 2-5 所示，系統之旋轉順序為，先對座標軸 ˆ ˆ ˆ( ,  ,  )c c cx y z

之 ˆcz 軸逆時針旋轉 γ ，如圖 2-5(a)，再對旋轉後座標軸 ˆ ˆ ˆ( ,  ,  )c c cx y z′ ′ ′ 之 ˆcx′軸

順時針旋轉 β ，如圖 2-5(b)，最後再對二次旋轉後座標軸 ˆ ˆ ˆ( ,  ,  )c c cx y z′′ ′′ ′′ 之 ˆcy′′

軸逆時針旋轉α，如圖 2-5(c)。故可得車上座標系旋轉到體座標系上之

旋轉矩陣(rotation matrix) P
CR 為  

 

ˆ ˆ ˆ, , ,

cos 0 sin 1 0 0 cos sin 0
0 1 0 0 cos sin sin cos 0

sin 0 cos 0 sin cos 0 0 1

c c c

P
C y x zR R R Rα β γ

α α γ γ
β β γ γ

α α β β

′′ ′=

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (2-14) 

 
ˆ ˆ,c cz z′

ˆcx ˆcx′

ˆcy

ˆcy′

γ

γ

γ

( )a

β

β
β

ˆcy′

ˆcy′′

ˆcz′
ˆcz′′

ˆ ˆ,c cx x′ ′′

( )b  

α

α

α

ˆcx′′ ˆcx′′′

ˆ ˆ,c cy y′′ ′′′

ˆcz′′
ˆcz′′′

( )c  

圖 2-5 座標軸旋轉示意圖  

而車上座標系 ˆ ˆ ˆ( ,  ,  )c c cx y z 對於旋轉後座標系 ˆ ˆ ˆ( ,  ,  )c c cx y z′′′ ′′′ ′′′ 之關係為  

 
ˆ ˆ
ˆ ˆ
ˆ ˆ

c c
P

c C c

c c

x x
y R y
z z

′′′⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥′′′ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
′′′⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (2-15) 
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或表示為  

 1

ˆ ˆ
ˆ ˆ
ˆ ˆ

c c
P

c C c

c c

x x
y R y
z z

−

′′′⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥′′′=⎢ ⎥ ⎢ ⎥

′′′⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (2-16) 

其中  

 1

cos cos sin sin sin cos sin sin cos cos sin sin
cos sin sin sin cos cos cos sin sin cos sin cos

sin cos sin cos cos

P
CR

α γ α β γ β γ α γ α β γ
α γ α β γ β γ α γ α β γ

α β β α β

−

− − −⎡ ⎤
⎢ ⎥= − +⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

 

  (2-17) 

又知轉盤質心位置向量在旋轉後之座標系 ˆ ˆ ˆ( ,  ,  )c c cx y z′′′ ′′′ ′′′ 上為 T[0,  0,  ]l ，故可

得轉盤質心位置在車上座標系 ˆ ˆ ˆ( ,  ,  )c c cx y z 之各軸位置向量分量  

 (sin cos cos sin sin )cdxr lα γ α β γ= −  (2-18) 

 (sin sin cos sin cos )cdyr lα γ α β γ= +  (2-19) 

 cos coscdzr l α β=  (2-20) 

再由大地座標系與車上座標系之平移轉換關係，吾人將車上座標系之轉

盤質心位置向量加上車輪在大地座標系上之質心向量，即得到轉盤質心

在大地座標系上之位置向量各分量為  

 
(sin cos cos sin sin )
(sin cos cos sin sin ) sin sin

dx wx

r

r l r
l x l

α γ α β γ
α γ α β γ β γ

= − +

= − + −
 (2-21) 
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(sin sin cos sin cos )

(sin sin cos sin cos ) sin cos
dy wy

r

r l r

l y l

α γ α β γ

α γ α β γ β γ

= + +

= + + +
 (2-22) 

 
(cos cos )
(cos cos ) cos

dz wz

r

r l r
l l

α β
α β β

= +

= +
 (2-23) 

    接著吾人假設車身為平均分佈之剛體，故其質心位置向量在座標系

ˆ ˆ ˆ( ,  ,  )c c cx y z′′′ ′′′ ′′′ 上為 T[0 0 ]
2
l

同理可得車身在大地座標系上之位置向量各分量

為  

 
(sin cos cos sin sin )

2

(sin cos cos sin sin ) sin sin
2

bx wx

r

lr r

l x l

α γ α β γ

α γ α β γ β γ

= − +

= − + −
 (2-24) 

 
(sin sin cos sin cos )

2

(sin sin cos sin cos ) sin cos
2

by wy

r

lr r

l y l

α γ α β γ

α γ α β γ β γ

= + +

= + + +
 (2-25) 

 
cos cos

2

cos cos cos
2

bz wz

r

lr r

l l

α β

α β β

= +

= +
 (2-26) 

    接著將位置向量作微分以求得車輪、車身以及轉盤之質心位移速度

各分量。  

車輪質心位移速度各分量：  

 cos sin sin coswx r rr x l lβ β γ γ β γ= − −� �� �  (2-27) 

 cos cos sin sinwy r rr y l lβ β γ γ β γ= + −� �� �  (2-28) 
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 sinwz rr l β β= − ��  (2-29) 

轉盤質心位移速度各分量：  

 
( cos cos sin sin sin sin sin cos sin cos

cos cos sin ) cos sin sin cos
dx

r r

r

l x l l

α α γ γ α γ α α β γ γ α β γ

β α β γ β β γ γ β γ

= − + −

− + − −

� � � ��
� � ��

   (2-30) 

 

( cos sin sin cos cos cos cos sin sin cos

cos sin sin ) cos cos sin sin
dy

r r

r

l y l l

α α γ γ α γ β α β γ α α β γ

γ α β γ β β γ γ β γ

= + + −

− + + −

�� � ��
�� ��    (2-31) 

 sin cos cos sin sindz rr l l lα α β β α β β β= − − −� ���  (2-32) 

車身質心位移速度各分量：  

 
( cos cos sin sin sin sin sin cos sin cos

2
cos cos sin ) cos sin sin cos

bx

r r

lr

x l l

α α γ γ α γ α α β γ γ α β γ

β α β γ β β γ γ β γ

= − + −

− + − −

� � � ��

� � ��
  (2-33) 

 
( cos sin sin cos cos cos cos sin sin cos

2
cos sin sin ) cos cos sin sin

by

r r

lr

y l l

α α γ γ α γ β α β γ α α β γ

γ α β γ β β γ γ β γ

= + + −

− + + −

�� � ��

�� ��
  (2-34) 

 ( sin cos cos sin ) sin
2bz r
lr lα α β β α β β β= − − −� ���  (2-35) 

將(2-27)式、(2-28)式、(2-29)式代入(2-5)式可得車輪之位移動能  

 
2

_

2 2 2 2

1 [( cos sin sin cos )
2
( cos cos sin sin ) ( sin )]

w moving w r r

r r r

T m x l l

y l l l

β β γ γ β γ

β β γ γ β γ β β

= − −

+ + − +

� ��

� ���
 (2-36) 

將(2-30)式、(2-31)式、(2-32)式代入(2-6)式可得轉盤之位移動能  
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_

2

1 {[( cos cos sin sin sin sin sin
2

cos sin cos cos cos sin )
cos sin sin cos ]

[( cos sin sin cos cos cos cos
sin sin cos cos sin sin ) cos c

d moving d

r r

r

T m

l
x l l

l y l

α α γ γ α γ α α β γ

γ α β γ β α β γ

β β γ γ β γ

α α γ γ α γ β α β γ

α α β γ γ α β γ β β

= − +

− −

+ − −

+ + +

− − + +

� � �

��
� ��

�� �
�� � �

2 2

os

sin sin ] ( sin cos cos sin sin ) }r rl l l l

γ

γ β γ α α β β α β β β− + − − −� �� �

  (2-37) 

將(2-33)式、(2-34)式、(2-35)式代入(2-7)式可得車身之位移動能  

_

2

1 {[ ( cos cos sin sin sin sin sin
2 2

cos sin cos cos cos sin ) cos sin

sin cos ] [ ( cos sin sin cos cos cos cos
2

sin sin cos cos sin sin ) cos

b moving b

r

r

r

lT m

x l
ll

y l

α α γ γ α γ α α β γ

γ α β γ β α β γ β β γ

γ β γ α α γ γ α γ β α β γ

α α β γ γ α β γ β

= − +

− − + −

− + + +

− − + +

� � �

� �� �

�� � �

�� � �

2 2

cos

sin sin ] ( sin cos cos sin sin ) }
2 2r r
l ll l

β γ

γ β γ α α β β α β β β− + − − −� �� �

(2-38) 

    接下來吾人將推導系統之旋轉動能。根據固定體座標旋轉之觀念，

我們得到了旋轉矩陣 P
CR 如 (2-14)式，又知旋轉矩陣與方向餘弦矩陣

(direction cosine matrix)之關係為  

 
1 TP P P

C C C

Z X Y

C R R
C C C

−= =
=

 (2-39) 

其中  

 T
ˆ ,

1 0 0
0 cos sin
0 sin cos

cX xC R β β β
β β

′

⎡ ⎤
⎢ ⎥= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 (2-40) 
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 T
ˆ ,

cos 0 sin
0 1 0

sin 0 cos
cY yC R α

α α

α α
′′

⎡ ⎤
⎢ ⎥= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 (2-41) 

 T
ˆ ,

cos sin 0
sin cos 0

0 0 1
cZ zC R γ

γ γ
γ γ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (2-42) 

由[18]知在體座標上之角速度矩陣ω與方向餘弦矩陣 C 的關係為  

 TC Cω = ⋅ �  (2-43) 

由(2-39)式及(2-43)式可得  

 

T

T T T

T T T T

( )( )

P P
bb C C

Y X Z Z X Y Z X Y Z X Y
T T

Y X Z Z X Y Y X X Y Y Y

C C

C C C C C C C C C C C C

C C C C C C C C C C C C

ω = ⋅

= + +

= + +

�
� � �

� � �
 (2-44) 

整理得  

 
0 sin cos cos sin

sin cos cos 0 cos sin cos
sin cos sin cos 0

bb

β α γ α β α γ β
ω β α γ α β β α γ α β

α γ β β α γ α β

⎡ ⎤− −
⎢ ⎥= − + +⎢ ⎥
⎢ ⎥− + − −⎣ ⎦

� � � �
� �� �

�� � �
 

  (2-45) 

接著再與角速度矩陣比較  

 
0

0
0

z y

z x

y x

ω ω
ω ω ω

ω ω

⎡ ⎤−
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 (2-46) 

即可得體座標上之車身角速度為  
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cos sin cos

sin
sin cos cos

bx

b by

bz

ω β α γ α β
ω ω α γ β

ω β α γ α β

⎡ ⎤− −⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥= = −⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

� �
� �

� �
 (2-47) 

    在轉盤的部份，因還存在有一自轉角度 φ ，故吾人以再旋轉ㄧ次座

標軸的方式求得其角速度。所以吾人可得方向餘弦矩陣 P
DC 為  

T

cos sin 0 1 0 0 cos 0 sin 1 0 0
sin cos 0 0 cos sin 0 1 0 0 cos sin

0 0 1 0 sin cos sin 0 cos 0 sin cos

P P
D D

Z X Y XX

C R
C C C C

γ γ α α
γ γ β β φ φ

β β α α φ φ

=
=

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  (2-48) 

再由(2-43)式，吾人可得  

 

T

T T T T

T T T T T T T T T T

( )( )

P P
dd D D

XX Y X Z Z X Y XX Z X Y XX Z X Y XX Z X Y XX

XX Y X Z Z X Y XX XX Y X X Y XX XX Y Y XX XX XX

C C

C C C C C C C C C C C C C C C C C C C C

C C C C C C C C C C C C C C C C C C C C

ω =

= + + +

= + + +

�
� � � �

� � � �
 

  (2-49) 

再與角速度矩陣比較，吾人即可得在體座標系上之轉盤角速度為  

 
cos sin cos

cos sin sin sin cos cos cos sin
sin sin cos sin sin cos cos cos

dx

d dy

dz

ω φ β α γ α β
ω ω α φ β α φ γ β φ γ α β φ

ω α φ β α φ γ β φ γ α β φ

⎡ ⎤− − −⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥= = + − −⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ − − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

� � �
�� � �
�� � �

 

  (2-50) 

而在車輪的部份，因為車輪並沒有前傾角度α，但有自轉角度θ ，故吾

人可求得其方向餘弦矩陣 P
WC 為  
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T

cos sin 0 1 0 0 cos 0 sin
sin cos 0 0 cos sin 0 1 0

0 0 1 0 sin cos sin 0 cos

P P
W W

Z X YY

C R
C C C

γ γ θ θ
γ γ β β

β β θ θ

=

=

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (2-51) 

同理，吾人可得在體座標系上之車輪角速度  

 
cos sin cos

sin
sin cos cos

wx

w wy

wz

ω β θ γ θ β
ω ω θ γ β

ω β θ γ θ β

⎡ ⎤− −⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥= = −⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

� �
� �

� �
 (2-52) 

    接著將利用角速度來求得系統之旋轉動能，首先為車身旋轉動能之

推導，吾人已知在體座標系上之車身轉動慣量可表示為  

 
0 0

0 0
0 0

bx

bb by

bz

I
I I

I

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (2-53) 

其中 bxI 、 byI 、 bzI 各為 ˆcx′′′、 ˆcy′′′、 ˆcz′′′軸方向之轉動慣量，又知車身旋轉動

能為  

 T
_

1
2b rotation b bb bT Iω ω=  (2-54) 

由(2-47)式以及(2-53)式、(2-54)式，吾人可得車身旋轉動能為  
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T
_

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2

1
2
1 1( sin cos cos sin cos cos )
2 2
1 1( sin sin )
2 2
1 1( cos cos cos sin cos sin )
2 2

b rotation b bb b

bx

by

bz

T I

I

I

I

ω ω

γ α β βγ α α β β α

α αγ β γ β

γ α β βγ α α β β α

=

= + +

+ − +

+ − +

� �� �

� � � �

� �� �

 (2-55) 

同理，車輪在體座標系上之轉動慣量可表示為  

 
0 0

0 0
0 0

wx

wb wy

wz

I
I I

I

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (2-56) 

由(2-52)式以及(2-56)式可得車輪旋轉動能為  

 

T
_

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2

1
2
1 1( sin cos cos sin cos cos )
2 2
1 1( sin sin )
2 2
1 1( cos cos cos sin cos sin )
2 2

w rotation w wb w

wx

wy

wz

T I

I

I

I

ω ω

γ θ β βγ θ θ β β θ

θ θγ β γ β

γ θ β βγ θ θ β β θ

=

= + +

+ − +

+ − +

� �� �

� �� �

� �� �

 (2-57) 

轉盤在體座標系上之轉動慣量可表示為  

 
0 0

0 0
0 0

dx

db dy

dz

I
I I

I

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (2-58) 

由(2-50)式以及(2-58)式可得轉盤旋轉動能為  
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T
_

2

2

2

1
2
[ cos sin cos ]

[ cos sin sin sin cos cos cos sin ]

[ sin sin cos sin sin cos cos cos ]

d rotation d db d

dx

dy

dz

T I

I

I

I

ω ω

φ β α γ α β

α φ β α φ γ β φ γ α β φ

α φ β α φ γ β φ γ α β φ

=

= − − −

+ + − −

+ − − +

� � �
�� � �
�� � �

 

  (2-59) 

而系統的位能為：  

 ( cos cos ) [(cos cos ) cos ] [ cos cos cos ]
2

1( ) cos ( ) cos cos
2

w wz d dz b bz

w d r b r

w d b r d b

V m gr m gr m gr
lm g l m g l l m g l

m m m gl m m gl

α β α β β α β β

β α β

= + +

= + + + +

= + + + +

 

  (2-60) 

    另外，在單輪車系統中，吾人假設輪子的滾動不會有滑動現象發生，

故在此需加入輪子滾動的限制條件。吾人令 wV 為大地座標系上輪子位移

速度， wcV 為輪子與地面接觸點的速度， wgω 為輪子在大地座標系上之角

速度。吾人知道上述之關係為  

 w wg w wcV R Vω+ × =  (2-61) 

若滾動運動為不滑動的條件下，(2-61)式必須為  

 0w wg wV Rω+ × =  (2-62) 

吾人令  

 ˆ ˆ ˆwV Xx Yy Zz= + +� � �  (2-63) 
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並定義一個平行於輪盤上由輪子質心指向地面接觸點之單位向量 îθ ，如

圖 2-6。  

γ

θ

îθ

x̂

ŷ

ẑ

 

圖 2-6 輪子與地表接觸示意圖  

吾人知道此單位向量在以輪子質心為原點之座標系 ˆ ˆ ˆ( ,  ,  )c c cx y z′′ ′′ ′′ 上的位置

向量為 T[0,  0,  1]− ，再根據座標軸轉換後，吾人可得此單位向量位於車上

座標系 ˆ ˆ ˆ( ,  ,  )c c cx y z 上可表示為  

 

cos sin 0 1 0 0 0
sin cos 0 0 cos sin 0

0 0 1 0 sin cos 1

sin sin
sin cos

cos

c

c

c

x
y
z

γ γ
γ γ β β

β β

β γ
β γ

β

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 (2-64) 

又由於車上座標系 ˆ ˆ ˆ( ,  ,  )c c cx y z 與大地座標系 ˆ ˆ ˆ( ,  ,  )x y z 並無旋轉關係，故可

得單位向量 îθ 在大地座標系 ˆ ˆ ˆ( ,  ,  )x y z 上可表示為  
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 ˆ ˆ ˆ ˆsin sin sin cos cosi x y zθ β γ β γ β= − −  (2-65) 

首先吾人求得大地座標系上之車輪角速度，已知大地座標系上的角速度

與方向餘弦矩陣的關係式[18]為(2-66)式，其中 P
WC 為(2-51)式所得  

 TP P
wwg W WC Cω = �  (2-66) 

計算後再與角速度矩陣比較可得在大地座標系上之輪子角速度  

 
cos cos sin
sin cos cos

sin

wxg

wg wyg

wzg

ω β γ θ β γ
ω ω β γ θ β γ

ω γ θ β

⎡ ⎤⎡ ⎤ − −
⎢ ⎥⎢ ⎥= = − +⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

� �
� �

��
 (2-67) 

由(2-65)式以及(2-67)式之條件，又 ˆ
w rR l iθ= ⋅ ，吾人可得到  

 

ˆ

ˆ ˆsin cos sin sin
ˆ ˆcos sin sin
ˆ ˆcos sin cos

ˆ( cos cos sin sin cos )
ˆ( sin cos cos sin sin )

(

wg w wg r

wxg r wyg r

wxg r wzg r

wyg r wzg r

r r r

r r r

R l i

l z l z

l y l y

l x l x

l l l x

l l l y

l

θω ω

ω β γ ω β γ

ω β ω β γ

ω β ω β γ

θ γ β β γ γ β γ

θ γ β β γ γ β γ

× = ×

= − ⋅ − ⋅

+ ⋅ + ⋅

− ⋅ + ⋅

= − + +

+ − − +

+

� � �
� � �

ˆsin )r zβ β�

 (2-68) 

又將(2-68)式代入(2-62)式中，再與(2-63)式比較，吾人可得  

 

cos cos sin sin cos

sin cos cos sin sin

sin

r r r

r r r

r

X l l l

Y l l l

Z l

θ γ β β γ γ β γ

θ γ β β γ γ β γ

β β

= − −

= + −

= −

� �� �
� �� �
��

 (2-69) 

接著將 (2-69)式與先前所求得之輪子質心位移速度 (2-27)式、 (2-28)式、
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(2-29)式比較，吾人可得  

 

cos sin sin cos

cos cos sin sin

sin

wx r r

wy r r

wz r

X r x l l

Y r y l l

Z r l

β β γ γ β γ

β β γ γ β γ

β β

= = − −

= = + −

= = −

�� �� �
�� �� �

�� �

 (2-70) 

整理可得輪子的滾動條件為  

 
cos

sin
r

r

x l

y l

θ γ

θ γ

=

=

��
��

 (2-71) 

除了以上述方式求得滾動條件外，也可用切線速度與分量的關係求得輪

子滾動條件。由圖 2-7 可知瞬時切線速度 ˆwv 為  

 
ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ( cos ) ( sin )
w

r r

v xx yy

l x l yθ γ θ γ

= +

= +

� �
� �  (2-72) 

並由(2-72)式可得與(2-71)式相同之輪子滾動條件。  

γ

θ

cwvx̂

ŷ

ẑ

rl

( ,  )x y

 

圖 2-7 輪子切線速度分解示意圖  
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再將(2-71)式代入(2-36)式、(2-37)式以及(2-38)式，吾人可將系統之位移

動能表示為  

 
2

_

2 2 2 2

1 [( cos cos sin sin cos )
2
( sin cos cos sin sin ) ( sin )]

w moving w r r r

r r r r

T m l l l

l l l l

θ γ β β γ γ β γ

θ γ β β γ γ β γ β β

= − −

+ + − +

� � �

� � ��
 (2-73) 

 

_

2

1 {[( cos cos sin sin sin sin sin
2

cos sin cos cos cos sin ) cos

cos sin sin cos ]

[( cos sin sin cos cos cos cos
sin sin cos cos sin sin ) si

d moving d

r

r r

r

T m

l l

l l

l l

α α γ γ α γ α α β γ

γ α β γ β α β γ θ γ

β β γ γ β γ

α α γ γ α γ β α β γ

α α β γ γ α β γ θ

= − +

− − +

− −

+ + +

− − +

� � �

� ��
� �

�� �
�� �

2

2

n

cos cos sin sin ]

( sin cos cos sin sin ) }
r r

r

l l

l l l

γ

β β γ γ β γ

α α β β α β β β

+ −

+ − − −

� �
� ��

 (2-74) 

 

_

2

1 1{[ ( cos cos sin sin sin sin sin
2 2

cos sin cos cos cos sin ) cos
1cos sin sin cos ] [ ( cos sin
2

sin cos cos cos cos sin sin cos
cos sin sin )

b moving b

r

r r

r

T m

l l

l l

l l

α α γ γ α γ α α β γ

γ α β γ β α β γ θ γ

β β γ γ β γ α α γ

γ α γ β α β γ α α β γ

γ α β γ

= − +

− − +

− − +

+ + −

− +

� � �

� ��

� � �

�� �
� 2

2

sin cos cos sin sin ]

( sin cos cos sin sin ) }
2 2

r r

r

l l
l l l

θ γ β β γ γ β γ

α α β β α β β β

+ −

+ − − −

� � �

� ��

 

  (2-75) 

接下來將使用 Euler-Lagrange method 以求得系統的數學動態模型，其中

Euler-Lagrange Equation 如下：  

 d L L Q
dt q q
⎡ ⎤∂ ∂

− =⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦�
 (2-76) 
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各變數定義為：  

    L ： L T V= −  (Lagrange function) 

    T ：動能  (kinetic energy) 

    V ：位能  (potential energy) 

    Q：廣義力  (generalized forces) 

    q ：廣義座標  (generalized coordinates) 

本系統之 q 與 Q分別為  

 

0
0
0

d

w

q Q

α
β
γ

τφ
τθ

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥= =
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (2-77) 

其中 wτ 為施於車輪的力矩， dτ 為施於轉盤的力矩。經過上述之定義及分

析推導，吾人可由 (2-55)式、 (2-57)式、 (2-59)式、 (2-60)式、 (2-73)式、

(2-74)式、(2-75)式得 Lagrange function L 。最後將 L 代入以下 Lagrange 

equations：  

 

0

0

0

d

w

d L L
dt
d L L
dt

d L L
dt

d L L
dt
d L L
dt

α α

β β

γ γ

τ
φ φ

τ
θ θ

∂ ∂⎡ ⎤ − =⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦
⎡ ⎤∂ ∂

− =⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦
⎡ ⎤∂ ∂

− =⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦
⎡ ⎤∂ ∂

− =⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦
∂ ∂⎡ ⎤ − =⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

�

�

�

�

�

 (2-78) 
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計算後可得單輪車系統之五條 Lagrange equations，由於式子過於龐大且

複雜，故將系統完整的動態方程式放在本論文之附錄 A 中，在此將系統

之動態精簡表示為一典型的機械系統如下  

 ( ) ( , ) ( )M q q V q q G q τ+ + =�� �  (2-79) 

其中 5 5M ×∈\ 為慣性矩陣 (inertia matrix)， 5 5V ×∈\ 為科氏矩陣 (coriolis 

matrix)， 5G∈\ 為重力項(gravity term)， 5τ ∈\ 為馬達輸出力矩， 5q∈\ 為

系統角度狀態。  

    為 了 驗 證 單 輪 車 系 統 動 態 方 程 式 之 正 確 性 ， 吾 人 利 用

MATLAB/Simulink 來模擬單輪車系統之數學模型，觀察其是否符合物理

現象，以驗證其正確性。吾人將單輪車系統以 MATLAB/Simulink 建構

系統方塊圖，將系統的輸入力設為零，並將單輪車的初始位置設定為

( ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ) (0.05,  0.05, 0,  0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)α β γ φ θ α β γ φ θ =� � �� � ，其物理意義

為單輪車系統向前傾斜 0.05 徑度，向左傾斜 0.05 徑度。  

    經過 MATLAB/Simulink 進行模擬後，單輪車前後傾角的模擬響應

圖如圖 2-8 所示，單輪車左右傾角的模擬響應圖如圖 2-9 所示，單輪車

偏向角的模擬響應圖如圖 2-10 所示，由模擬的結果可發現，當系統在偏

離平衡點且無控制力的情況下，傾斜的角度將逐漸偏離平衡點且最後將

會倒下，而單輪車偏向角度也會隨著系統的傾倒而改變，此運動模擬響

應圖與實際物理現象相符合，故可驗證吾人前述所推導之數學模型的正

確性。  
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圖 2-8 單輪車前傾角響應圖  
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圖 2-9 單輪車左右傾角響應圖  



 2-24

角
度

徑
度

時間 (秒)
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

-0.5

-0.45

-0.4

-0.35

-0.3

-0.25

-0.2

-0.15

-0.1

-0.05

0

 

圖 2-10 單輪車偏向角響應圖  

    因為單輪車系統之動態方程式為高度非線性且方程式過於龐大且複

雜，吾人很難從中窺見其主要影響系統的動態部份，故在此吾人先嘗試

將單輪車系統動態方程式進行平衡點線性化，以得到靠近平衡點時之系

統動態數學模型，經過平衡點線性化後之單輪車系統動態方程式如下所

示：  

 2 21 1 1[ ] [ ] [ ] [ ] 0
4 2 2d rad b rad dy bym l ll gl m l ll gl I Iα θ α α θ α α α+ − + + − + + =�� ���� �� �� ��    (2-80) 

 

2 2 2

2 2

[ ] [ 2 ]
1 1[ ] [ ] [ ] [ ] 0
4 2

w r r d r r r

b r r r wx dx bx

m l gl m l l ll gl gl

m l l ll gl gl I I I

β β β β β β β

β β β β β β β φ β

− + + + − −

+ + + − − + + + + =

�� �� �� ��

�� �� �� �� �� �� ��    (2-81) 

 [ ] [ ] [ ] 0wz dz bzI I Iγ γ γ+ + =�� �� ��  (2-82) 
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 [ ]dx dI β φ τ+ =�� ��  (2-83) 

 2 2 21[ ] [ ] [ ] [ ]
2w r d r r b r r wy wm l m ll l m ll l Iθ α θ α θ θ τ+ + + + + =�� �� �� ���� ��  (2-84) 

    經平衡點線性化後，可發現與前後方向變數α和θ 相關的(2-80)式、

(2-84)式與左右方向變數 β 和φ 相關的(2-81)式、(2-83)式與偏向角度相關

γ 的(2-82)式彼此獨立不相關，因此，吾人知道在接近平衡點時候，可忽

略偏向角度 γ 的影響，將系統解耦合為左右方向 ( ,  )β φ 以及前後方向

( ,  )α θ 之子系統。  

    首先考慮左右方向之子系統，吾人從單輪車之動態方程式中取出與

左右平衡有關聯性之非線性動態方程式，並將狀態設為 0α γ θ= = = 再加

以整理後可得下式  

 

2 2 2 2 21( 2 )
4

1( ) ( )sin 0
2

w r d r d d r b r b b r wx dx bx

dx w r d r d b r b

m l m l m l m ll m l m l m ll I I I

I m gl m gl m gl m gl m gl

β

φ β

+ + + + + + + + +

+ − + + + + =

��

��
 (2-85) 

 [ ]dx dI β φ τ+ =�� ��  (2-86) 

因為單輪車單純考慮左右動態時，其機械物理結構與慣性輪倒單擺系統

非常相似，故接下來吾人將對(2-85)、(2-86)式與本實驗室 93 級學長凌

朝雄碩士論文「慣性輪單擺系統」[16]之系統動態數學模型作一比較，

以驗證是否可以將單輪車系統的左右動態視為一個慣性輪倒單擺系統。  

    首先將簡單說明慣性輪倒單擺系統之相關參數定義以及其系統示意

圖如圖 2-11 所示。  
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圖 2-11 慣性輪單擺示意圖  

圖中的系統參數為  

    1θ :單擺的擺動角度(rad) 

    2θ :轉盤的旋轉角度(rad) 

    1m :單擺的質量(kg) 

    2m :轉盤的質量(kg) 

    1J :單擺繞 x̂軸的轉動慣量(kg- 2m ) 

    2J :轉盤繞 x̂軸的轉動慣量(kg- 2m ) 

    1cl :單擺質心到端點的長度(m) 



 2-27

    1l :轉盤質心到端點的長度(m) 

慣性輪動態方程式如下：  

 2 2
1 1 2 1 1 2 1 2 2 1 1 2 1 1( ) ( )sin 0c cm l m l J J J m l g m l gθ θ θ+ + + + + − − =�� ��  (2-87) 

 ( )2 1 2 dJ θ θ τ+ =�� ��  (2-88) 

吾人發現(2-85)式、(2-86)式與慣性輪倒單擺動態方程式(2-87)式、(2-88)

式彼此形式契合，因此我們得知單輪車系統在接近平衡點的狀況下，可

將單輪車之左右方向動態視為慣性輪倒單擺系統。  

    接著考慮前後方向之系統，吾人從單輪車之動態方程式中取出與前

後方向有關聯性之非線性動態方程式，並將狀態設為 0β γ φ= = = 再加以

整理後可得下兩式  

 

2 21 1( ) ( cos cos )
4 2

1( sin sin ) 0
2

d b dy by d rad b rad

d b

m l m l I I m ll m ll

m gl m gl

α α α θ

α α

+ + + + +

− + =

����
 (2-89) 

 

2 2 2

2 2

1( cos cos ) ( )
2

1( sin sin )
2

d r b r w r d r b r wy

d r b r w

m ll m ll m l m l m l I

m ll m ll

α α α θ

α α α α τ

+ + + + +

− + =

����

� �
 (2-90) 

    由上述左右方向的比較結果，吾人可知當只考慮前後方向動態時，

單 輪 車 系 統 可 視 為 一 輪 型 倒 單 擺 ， 故 接 下 來 ， 吾 人 首 先 將 以

Euler-Lagrange method 推導輪型倒單擺系統，而輪型倒單擺系統示意圖

如圖 2-12。  
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圖 2-12 輪型倒單擺系統示意圖  

    Pwm ：輪子質量  

    PwJ ：輪子繞 ŷ軸的轉動慣量  

    Pbm ：單擺質量  

    PbJ ：單擺繞 ŷ軸的轉動慣量  

    Pα ：單擺傾倒角  

    Pθ ：輪子轉動角度  

    Pl ：單擺長度  

    Prl ：輪子半徑  

並定義  

 
0

;P
p p

PwP

q Q
α

τθ
⎡ ⎤⎡ ⎤

= = ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (2-91) 



 2-29

由系統示意圖我們可得輪子位置向量為  

 0
Pwx Pr P

Pw Pwy

Pwz Pr

r l
r r

r l

θ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

 (2-92) 

吾人假設單擺質心位於
2
Pl 處，故可得單擺之位置向量為  

 

sin
2
0

cos
2

P
Pr P P

Pbx

Pb Pby

Pbz P
Pr P

llr
r r

r ll

θ α

α

⎡ ⎤+⎢ ⎥⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥= = ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ +⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (2-93) 

並將位置向量微分得到速度向量  

 0
0

Pwx Pr P

Pw Pwy

Pwz

r l
r r

r

θ⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥= = ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

��
� �

�
 (2-94) 

 

cos
2

0

sin
2

P
Pr P P P

Pbx

Pb Pby

Pbz P
P P

llr
r r

r l

θ α α

α α

⎡ ⎤+⎢ ⎥⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥= = ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ −⎢ ⎥
⎣ ⎦

� ��
� �

� �

 (2-95) 

求得系統動能T 為  

 

2 2 2

2 2

1 1 1( ) ( cos ) ( sin )
2 2 2 2 2
1 1
2 2

P P
Pw Pr P Pb Pr P P P Pb P P

Pw P Pb P

l lT m l m l m

J J

θ θ α α α α

θ α

= + + + −

+ +

� � � �

� �
 

  (2-96) 

系統位能  
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 ( cos )
2
P

Pw Pr Pb Pr P
lV gm l gm l α= + +  (2-97) 

接下來將使用 Euler-Lagrange method 以求得系統的數學動態模型，其中

Euler-Lagrange Equation 如(2-76)式。最後得到輪型倒單擺之系統動態方

程式如下。  

 

2

2 2 2

1 1 1cos sin 0
2 4 2

1 1cos sin
2 2

Pb P Pr P P Pb P P Pb P Pb P P

Pw Pr P Pb Pr P Pb P Pr P P Pb P Pr P P Pw P Pw

m l l m l J gm l

m l m l m l l m l l J

θ α α α α

θ θ α α α α θ τ

+ + − =

+ + − + =

�� �� ��

�� �� ���� �
 (2-98) 

吾人將輪型倒單擺之動態方程式 (2-98)式與 (2-89)、 (2-90)式比較後，發

現其方程式型態契合，故單輪車系統在接近平衡點時，前後方向動態確

實可視為一輪型倒單擺系統。  

    經過上述之推導，吾人發現單輪車系統在接近平衡點時，在不考慮

偏向角 γ 的情況下，可將單輪車系統動態解耦合為獨立的左右方向的慣

性輪倒單擺系統以及前後方向的輪型倒單擺系統。  

2-3  永磁式直流馬達數學模型之建立與參數鑑別 

    永磁式直流馬達具近似線性之特性，為控制系統中常被使用的致動

器之一，它是一種將電器能量轉換為機械能量的裝置，依據其結構，可

分成電氣與機械兩個部份，其中，電氣部分之等效電路由電阻、電感與

理想的電樞等組成，旋轉電樞導體在磁場切割下產生反電動勢；機械部

份為結合永磁式直流馬達與負載，透過二者的組合，達到帶動皮帶輪組

使車輪滾動以及帶動轉盤的轉動。直流馬達示意圖如圖 2-9 所示，其各

項參數符號定義如表 2-1 所列  
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圖 2-13 直流馬達等效電路與負載  

表 2-1 直流馬達參數符號定義  

符 號  單 位  說   明  

aR  Ω 電樞電阻  

  aL  H 電樞電感  

ai  A 電樞電流  

bK  V/(rad/sec) 反電動勢常數  

tK  N-m/A 力矩常數  

mJ  kg-m2 轉子慣性矩  

mC  N-m/(rad/sec) 黏滯阻尼係數  

mτ  N-m 馬達輸出力矩  

mω  rad/sec 轉子角速度  

mφ  rad 轉子旋轉角度  

fτ  N-m 庫侖摩擦力矩  

lτ  N-m 負載轉矩  

be  V 反電動勢  

av  V 輸入電壓  
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電氣部份：  

由圖 2-13 等效電路可求出電壓方程式：  

 
( )a

b b ma a a a b

a
a a a b m

i e e K

i K

div L R
dt
diL R
dt

ω

ω

+ =

+

= +

= +

∵
 (2-99) 

機械部份：  

由機械結構可求出馬達力矩方程式：  

 
( )m

m t am m f m m l

t a f m m l

K i
dJ C
dt

K i C

τ
ω τ τ ω τ

τ ω τ

== − − −

= − − −

∵
 (2-100) 

系統轉子電功率：  

 e b ap e i=  (2-101) 

系統轉子的機械功率：  

 m m mp τ ω=  (2-102) 

在固定電樞電流及負載下，轉子電功率等於轉子機械功率，則  

 
e m

b a m m

b m a t a m

p p
e i

K i K i
τ ω

ω ω

=

=

=

 (2-103) 

故得  

 b tK K=  (2-104) 
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當 bK 與 tK 單位皆採用 MKS 制，亦即 bK 的單位為 V/(rad/sec)， tK 的單位

為 N-m/A，則 bK 與 tK 的數值相等。將(2-99)式與(2-100)式經由拉氏轉換

可得 Laplace Transform：  

 ( ) ( ) ( ) ( )a a a b m aL s R I s K s V sΩ+ + =⋅ ⋅  (2-105) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t a m m m f lK I s J s C s T s T sΩ− + = +⋅ ⋅  (2-106) 

假設庫侖摩擦力矩 fτ 為一定值：  

 sgn( )f f mKτ ω=  (2-107) 

其中  

 ( )
1 , 0

sgn 0 , 0
1, 0

m

m m

m

ω
ω ω

ω

>⎧
⎪= =⎨
⎪− <⎩

 (2-108) 

fK 為一個常數且 0fK > ，因此 fK 為一個大於零的常數。最後結合

(2-105)、(2-106)、(2-107)式，可得直流馬達系統方塊，如圖 2-14 所示。 

    本論文中所使用之兩顆直流馬達額定最大輸出功率為 150 W，額定

最大輸入電壓為 24 V，最高輸出轉速為 7580 rpm。為了得到馬達動態方

程式中的各項參數，吾人使用修正行 ARMA 識別方法，其參數識別的方

法及過程請參閱本實驗室歷屆論文[20]，在此不多加贅述。表 2-2 為本

論文使用之兩顆馬達經上述方式識別後所得知的各參數數值。  
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圖 2-14 直流馬達系統方塊圖  

 

表 2-2 兩軸直流馬達參數表  

 帶動車輪的直流馬達參數表  

參數  數值  單位  參數  數值  單位  

aL  0.0039 H fτ  0.00324 N-m 

bK  0.02932 V/rad/sec mJ  -52.0214 10×  kg-m 2  

aR  0.98308 Ω mC  61.5256 10−×  N-m/rad/sec

 

帶動轉盤的直流馬達參數表  

參數  數值  單位  參數  數值  單位  

aL  0.00223 H fτ  -48.7761 10×  N-m 

bK  0.02908 V/rad/sec mJ  -55.5404 10×  kg-m 2  

aR  0.37713 Ω mC  56.9804 10−×  N-m/rad/sec

    為了驗證識別後的馬達參數模型是否準確，吾人分別輸入 10 個不同
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頻率的弦波訊號作為馬達輸入電壓，同時量測在 10 個不同頻率弦波輸入

下的馬達輸出轉速，透過這些資料便可繪製馬達之波德圖(Bode plot)如

圖 2-15 與圖 2-16 所示，由圖可得知參數識別後與實際馬達差異不大。  

    此外，因馬達的輸入電壓可能會與庫倫摩擦力矩 fτ 有關，為探討模

型中摩擦力矩 fτ 對系統之影響，本論文分別使用振幅為 5 V、10 V、15 V

的弦波輸入電壓，分別量測並繪出永磁式直流馬達的波德圖，如 2-17 所

示。由圖 2-17 可知，每組不同的輸入電壓所得到的波德圖都相當接近，

由此可知，庫倫摩擦力矩 fτ 對於馬達動態所造成的影響並不大，所以吾

人將庫倫摩擦力矩 fτ 忽略是可以接受的。  
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圖 2-15 實際帶動車輪的馬達量測波德圖與參數模型波德圖比較  
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圖 2-16 實際帶動轉盤的馬達量測波德圖與參數模型波德圖比較  
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圖 2-17 不同輸入電壓之實際量測永磁式直流馬達波德圖  
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2-4  單輪車系統整體數學模型 

    在考慮直流馬達穩態模型時，由於系統穩態時的
( )adi t

dt
不大且由表

2-2 可知電樞電感 aL 很小，使得
( )a

a a a b m
di tL R i K

dt
ω+� 。同時系統於穩態

時
( )md t

dt
ω

不大，由表 2-2 可知馬達轉子慣性矩 mJ 、黏滯阻尼係數 mC 皆很

小。由圖 2-17 證明了庫倫摩擦力矩 fτ 對馬達動態影響不大，且

m
t a m m m f

dK i J C
dt
ω ω τ+ +� ，故可將 mJ 、 fτ 及 mC 忽略，最後可得簡化後之

直流馬達的動態方程式如下所示：  

 a a b m

m t a

e i R K
K i

ω
τ

= ⋅ +

= ⋅
 (2-109) 

再由(2-103)式，可將(2-109)式整理為  

 
2

t t
m m

a a

K Ke
R R

τ ω= −  (2-110) 

故(2-110)式為直流馬達輸出轉矩(torque)、輸入電壓及輸出角速度之關係

式，且由先前馬達參數識別的部份可得知兩組馬達參數差異性不大，故

吾人在此將兩組馬達參數視為相同，而其參數為將兩組馬達參數取平均

所得。又馬達跟轉盤連結時 m dτ τ= 、 mω φ= �，故可得  

 
2

t t
d d

a a

K Ke
R R

τ φ= − �  (2-111) 

馬達經皮帶輪組與車輪連結時，因為轉動方向相同，皮帶輪比為 1:1，
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且 m wτ τ= 、 mω θ= �，故可得  

 
2

t t
w w

a a

K Ke
R R

τ θ= − �  (2-112) 

因為完整之單輪車數學模型過於龐大複雜，無法直接看出馬達與單輪車

之間互相影響之關係，故在此吾人以線性化後之單輪車數學模型 (2-80)

式、(2-81)式、(2-82)式、(2-83)式、(2-84)式與馬達數學模型(2-111)式、

(2-112)式做結合，並將之整理成  

 x Ax Bu= +�  (2-113) 

並定義狀態變數為  

 T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10[ ] [ ]x x x x x x x x x x x α θ γ β φ α θ γ β φ= = � � �� �   

  (2-114) 

經整理可得  
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= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
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 (2-115) 

其中  
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( )0 0 0 0 0 0 0 0

wy t

a

dy by t

a

t

a

dx t

dx a

M I P KM
R

A
M I I KM P

R

KP P
R

I KP P
I R

⎡
⎢
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1

1
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0
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⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− ⋅⎢ ⎥Δ
⎢ ⎥=

+ +⎢ ⎥⋅⎢ ⎥Δ⎢ ⎥
⎢ ⎥
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 2 2
1

1
4d bM m l m l= +  (2-118) 
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 2
1
2d r b rM m ll m ll= +  (2-119) 

 2 2 2
3 w r d r b rM m l m l m l= + +  (2-120) 

 1
1
2d bP gm l gm l= +  (2-121) 

 2 w r d r b rP gm l gm l gm l= + +  (2-122) 

 2 1 2 32 wx bxM M M I IΔ = + + + +  (2-123) 

 2
1 1 3 3 3 1 2dy by wy wy dy wy byM M M I M I M I I I I I MΔ = + + + + + −  (2-124) 

    由(2-115)式子可得知偏向角度 γ 在平衡點時，與馬達無關且不影響

其他狀態，並由 2-2 節可知單輪車系統在平衡點時，忽略偏向角即可視

為慣性輪系統與輪型倒單擺系統之結合。故接下來吾人將單輪車系統分

別表示為兩子系統，以便平衡控制器之設計。首先將(2-111)式代入(2-86)

式即可得經解耦合成慣性輪倒單擺系統後的整個系統動態方程式如下：  

慣性輪倒單擺：  

 

2 2 2 2 21( 2 )
4

1( ) ( )sin 0
2

w r d r d d r b r b b r wx dx bx

dx w r d r d b r b

m l m l m l m ll m l m l m ll I I I

I m gl m gl m gl m gl m gl

β

φ β

+ + + + + + + + +

+ − + + + + =

��

��
   (2-125) 

 
2

[ ] t t
dx d

a a

K KI e
R R

β φ φ+ + =�� �� �  (2-126) 

並定義狀態空間  



 2-41

 [ ] TT
1 2 3 4x x x x x β β φ φ⎡ ⎤= = ⎣ ⎦

� �  (2-127) 

由(2-125)式、(2-126)式、(2-127)式整理可得  

 1 2x x=�  (2-128) 

 1 4
2

sin( )d m t m d

dx dx dx

G x R K x R ex
D I D I D I

= + −
− − −

�  (2-129) 

 3 4x x=�  (2-130) 

 1 4
4

sin( )
( ) ( )

d m t m d

dx dx dx dx dx

G x DR K x DR ex
D I I D I I D I

= − − +
− − −

�   (2-131) 

其中  

 2 2 2 2 212
4w r d r d d r b r b b r wx dx bxD m l m l m l m ll m l m l m ll I I I= + + + + + + + + +    (2-132) 

 1
2d w r d r d b r bG m gl m gl m gl m gl m gl= + + + +  (2-133) 

t
m

a

KR
R

=  (2-134) 

同理，將 (2-112)式代入 (2-90)式可得單輪車系統解耦合為輪型倒單擺後

的整體系統動態方程式如下：  

輪型倒單擺：  

 

2 21 1( ) ( cos cos )
4 2

1( sin sin ) 0
2

d b dy by d rad b rad

d b

m l m l I I m ll m ll

m gl m gl

α α α θ

α α

+ + + + +

− + =

����
 (2-135) 
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2 2 2

2
2 2

1( cos cos ) ( )
2

1( sin sin )
2

d r b r w r d r b r wy

t t
d r b r w

a a

m ll m ll m l m l m l I

K Km ll m ll e
R R

α α α θ

α α α α θ

+ + + + +

− + + =

����

�� �
 (2-136) 

並定義狀態空間  

 T T
1 2 3 4[ ] [ ]χ χ χ χ χ α α θ θ= = ��  (2-137) 

整理可得  

1 2χ χ=�   (2-138) 

2 2
1 2 1 1 1 4

2 2 2
1

sin( ) cos( )sin( ) cos( )( )
cos ( )

w m t wHG N x R N K e
MH N

χ χ χ χ χχ
χ

− + −
=

−
�  (2-139) 

3 4χ χ=�   (2-140) 

2
1 1 2 1 4

4 2 2
1

cos( )sin( ) sin( )
cos ( )

w m t m wNG MN MR K MR e
MH N

χ χ χ χ χχ
χ

− + − +
=

−
�  (2-141) 

其中  

 2 21
4d b dy byM m l m l I I= + + +  (2-142) 

 1
2d r b rN m ll m ll= +  (2-143) 

 2 2 2
w r b r d r wyH m l m l m l I= + + +  (2-144) 

 1
2w d bG m gl m gl= +  (2-145) 
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第三章  回授線性化理論探討 

3-1  前言 

    在考慮整體非線性系統模型下的控制器設計往往複雜且不易，但卻

有較佳的控制效果，而針對將非線性系統模型在平衡點線性化後所得線

性系統的控制器設計雖然簡易，但因忽略許多非線性項，導致系統控制

效能略顯不彰。回授線性化(feedback linearization) [25]是利用變數變換

及狀態回授將非線性系統中之非線性項消除，並轉換成線性系統，如此

一來不僅能利用早已發展成熟的線性控制理論來設計控制系統以達到預

期的系統動態，而控制力也能將非線性項列入考慮。回授線性化大致上

可 分 為 兩 種 型 式 ， 第 一 種 稱 為 輸 入 - 輸 出 線 性 化 (input-output 

linearization)，僅做到輸入與輸出之間是線性化，但狀態方程不一定能做

到全部線性化，第二種稱為全狀態線性化(full-state linearization)，可把

整體非線性狀態方程完全線性化，但必須符合全狀態回授線性化的條

件。本章中將簡單地探討回授線性化的相關理論，本章節有：3-2 節介

紹輸出-輸入線性化；3-3 節介紹全狀態線性化。  

3-2  輸入-輸出線性化 

    考慮一個非線性單輸入單輸出(single-input-single-output)系統，其狀

態空間方程式(state space equation)如下：  

 ( ) ( )x f x g x u= +  (3-1) 

 ( )y h x=  (3-2) 



 3-2

其中， nx R∈ ， ( )f x 和 ( )g x 是充分平滑的向量場(vector field)， Ru∈ 是一

個 控 制 輸 入 信 號 ， 假 設 ( )h x 為 充 分 平 滑 函 數 (sufficiently smooth 

function)。  

定義 1: (Diffeomorphism 之定義[26, 27, 28]) 

    給 定 一 函 數 �T : n nD R R⊂ → 稱 為 在 定 義 域 (domain) D 中 為

diffeomorphism，若T 滿足  

    (1) T 在 D為連續可微(continuously differentiable)。  

    (2) 1T − 存在且連續可微。  

定義李氏微分(Lie Derivative)：  

 ( ) ( ) ( ) ( )f g
hy f x g x u L h x L h x u
x
∂

= + +⎡ ⎤⎣ ⎦∂
 (3-3) 

其中  

 ( ) ( )f
hL h x f x
x
∂
∂

 (3-4) 

則 ( )fL h x 稱為李氏微分。接下來吾人將利用李氏微分來說明系統相對階

數(relative degree)的定義：  

    首先，對 ( )y h x= 微分  

 ( ) ( ) ( ) ( )f g
hy f x g x u L h x L h x u
x
∂

= + +⎡ ⎤⎣ ⎦∂
 (3-5) 

假設 ( ) 0gL h x = 代入(3-5)式，則  

 ( )fy L h x=  (3-6) 
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得知輸入 u與(3-6)式無關，繼續對 y做第二次微分  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2f
f g f

L h
y f x g x u L h x L L h x u

x
∂

= + = +⎡ ⎤⎣ ⎦∂
 (3-7) 

再假設 ( ) 0g fL L h x = 代入(3-7)式，則  

 ( ) ( )2 2
fy L h x=  (3-8) 

得知輸入 u與(3-8)式無關。如此反覆計算，假如 ( )h x 滿足下列條件  

 1 ( ) 0i
g fL L h x− = ，當 1, 2, , 1i ρ= − 且 ( )1 0g fL L h xρ− ≠ ， x D∀ ∈  (3-9) 

可使輸入 u不會出現在 ( )1, , ,y y y ρ−
的方程式中，直到第 ρ次微分  

 ( ) ( ) ( )1
f g fy L h x L L h x uρ ρ ρ−= +  (3-10) 

輸入 u因 ( )1 0g fL L h xρ− ≠ 才出現於上式中，由上面的方程式清楚顯示，利用

狀態回授控制  

 ( )1

1
f

g f

u L h x v
L L

ρ
ρ−

⎡ ⎤= − +⎣ ⎦  (3-11) 

系統的輸出-輸入相對關係為  

 ( )y vρ =  (3-12) 

若系統滿足(3-9)式則稱 ρ為系統之相對階數(relative degree)。而(3-9)式

中 ( )1
g fL L h xρ− 表示如下：  
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 ( )
( )( ) ( )

1
1 f

g f

L h x
L L h x g x

x

ρ
ρ

−
−

∂
=

∂
 (3-13) 

其中 ( )1
fL h xρ− 為  

 

( ) ( )
( )( ) ( )

( ) ( )
( )( ) ( )

( ) ( )
( )( ) ( )

( )( ) ( )

2
1 2

3
2 3

2

( )

f
f f f

f
f f f

f
f f f

f

L h x
L h x L L h x f x

x
L h x

L h x L L h x f x
x

L h x
L h x L L h x f x

x
h x

L h x f x
x

ρ
ρ ρ

ρ
ρ ρ

−
− −

−
− −

∂
= =

∂
∂

= =
∂

∂
= =

∂
∂

=
∂

 (3-14) 

定理 1：(輸入-輸出線性化的條件[26, 27, 28]) 

    考慮一個 n階的系統如(3-1)及 (3-2)式所定義，假設此系統的相對階

數為 nρ < ，且存在平滑函數 1, , n ρφ φ − 滿足  

 ( ) 0i g x
x
φ∂

=
∂

，當1 i n ρ≤ ≤ − ， 0x D D∀ ∈ ⊂ 。  

令  

 

1

1

( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )

n

f

x

x x
z T x

h x x

L h x

ρ

ρ

φ

φ φ η

ψ ξ

−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − − − −= = − − − − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (3-15) 
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則 T 在定義域 0D 為 diffeomorphism，且系統(3-1)及(3-2)式可利用 T 變數

變換成下式  

 

( )
( ) ( )

0 ,

c c

c

f

A B x u x

y C

η η ξ

ξ ξ γ α

ξ

=

= + −⎡ ⎤⎣ ⎦
=

 (3-16) 

選取適當的 u可使(3-16)式成為輸入-輸出線性化。  

    如果當系統的相對階數為 nρ = ，則 ( )T x 轉換式可寫成  

 

1

( )

( )
( )
( )

f
n
f

h x

T x
L h x
L h x−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (3-17) 

透過(3-17)式的轉換則可使系統達到全狀態線性化。  

3-3  全狀態線性化 

    考慮一個非線性單輸入單輸出系統，其狀態空間方程式如下：  

 ( ) ( )x f x g x u= +  (3-18) 

 ( )y h x=  (3-19) 

其中， nx R∈ ， ( )f x 和 ( )g x 是充分平滑的向量場， Ru∈ 是一個控制輸入

信號。由前一節可知，若充分平滑函數 h存在，且此系統的相對階數為 n

階時，則此系統為可全狀態回授線性化(feedback linearizable)。  

    本節中將討論，構成此可全狀態回授線性化之條件。  
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    首先定義 Lie bracket [ ],f g ：  

 [ ] ( ) ( ), ( ) g ff g x f x g x
x x
∂ ∂

−
∂ ∂

 (3-20) 

其中
g
x
∂⎡ ⎤
⎢ ⎥∂⎣ ⎦

和
f
x
∂⎡ ⎤
⎢ ⎥∂⎣ ⎦

為是 Jacobian 矩陣，且定義 ( ) ( )1,k k
f fad g x f ad g x−⎡ ⎤⎣ ⎦ ，

1k ≥ ，其中  

 ( ) ( ) [ ]( )1 ,f fad g x ad g x f g x= =  (3-21) 

 ( ) ( )0
fad g x g x=  (3-22) 

定義 2：(Involutive 之定義[26, 27, 28]) 

    在定義域 nD R⊂ 的任意兩個向量場 ( )1g x 及 ( )2g x ，令 ( )xΔ 是由 ( )1g x

及 ( )2g x 對 所 有 x D∈ 所 展 開 (span) 之 空 間 且 寫 成

( ) ( ) ( ){ }1 2span g ,x x g xΔ ，如果 1g 及 2g 的 Lie bracket 都在 Δ中，如下：  

 1 2,g g∈Δ ∈Δ且 [ ]1 2,g g ∈Δ  (3-23) 

則 Δ稱為 involutive。上述為一般化的定義，若是存在 k 個向量場，就可

表示如下：  

在定義域 nD R⊂ 的向量場 1 2, , , kf f f  

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2=span , , , kx f x f x f xΔ  (3-24) 

若對所有 x D∈ ， Δ為非奇異(nonsingular)則 Δ為 involutive 若且唯若  
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 , , 1 ,i jf f i j k⎡ ⎤∈Δ ∀ ≤ ≤⎣ ⎦  (3-25) 

經由上述定義的介紹，可全狀態回授線性化的系統必須滿足下列的定理  

定理 2：(全狀態回授線性化之條件[26, 27, 28]) 

    非線性系統 (3-18)式為可全狀態回授線性化，若且唯若存在一個定

義域 nRΩ⊂ ，使得下列條件被滿足：  

(1) 對所有 x∈Ω， ( ) 1[ ( ) , ( ) , , ( )]n
f fG x g x ad g x ad g x−= ，且秩(rank)為

n。  

(2) 在Ω中， 2span{ , , , }n
f fg ad g ad g−℘= 是 involutive。  

若一系統滿足上述的條件式，則必存在一個輸出函數 ( )h x ，使系統的相

對階數為 n，並使得  

 

( )
( )

( )
( )

2

1

0

0

0

0

g

g f

n
g f

n
g f

L h x

L L h x

L L h x

L L h x

−

−

=

=

=

≠

 (3-26) 

可獲得 ( )T x  

 ( )

( )
( )

( )

1

2

1
3

f

n
f

h x
L h x

T x

L h x

ξ
ξ

ξ−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥=
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

 (3-27) 

可將系統(3-18)轉換成如下的形式  
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( ) ( )

1 2

2 3

1

1

n n

n n
n f g fL h x L L h x u

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

ζ
−

−

=

=

=

= + ⋅

 (3-28) 

1, ,
T

nξ ξ⎡ ⎤⎣ ⎦ 是一個新的狀態空間，同時可選擇適合的狀態回授控制如下  

 
( ) ( )1

1 n
fn

g f

u L h x v
L L h x−

⎡ ⎤= − +⎣ ⎦  (3-29) 

最後，將系統轉換成  

 A Bvξ ξ= +  (3-30) 

其中  

 

0 1 0 0
0 0 1 0

1
0 0 0 0

A

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

，

0
0

0
1

B

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (3-31) 

由(3-30)式及(3-31)式可知此系統為線性可控的系統，因此可利用回授控

制 v Kξ= − ，及現存之線性理論控制器找到一個向量 K 增益使得閉迴路系

統穩定。  
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第四章  順滑模態控制理論探討 

4-1  前言 

    在控制系統設計中，常需要建立系統之數學模型來設計控制器，但

在推導數學模型的過程中，並無法完整地考慮到實際系統中所有影響因

素，故系統之模型與實際系統就存在有不確定項，再加上機電系統多屬

非線性系統，就如同本論文第二章所推導之單輪車系統數學模型，就可

看出系統具有複雜的非線性項存在，而在面對這些不確定項以及非線性

項，利用古典控制(classical control)理論所設計之控制器，有可能導致系

統控制效能不彰或甚至不穩定的情形發生。順滑模態控制主要概念乃是

利用滑動面(sliding surface)的設計理念來抑制這些不確定項以及非線性

項對於系統的影響，進而提升系統的強健性，並可達到良好的暫態性能、

快速的時間響應，以及對系統參數的變動和外部干擾的低靈敏度之優

點。本章其它內容有：4-2 節順滑模態的介紹；4-3 節針對迫近與順滑條

件做探討；4-4 節順滑模態控制器的設計方法；4-5 節滑動層的考量；4-6

節非線性機電系統的順滑模態控制設計方法。  

4-2  順滑模態的介紹 

    順滑模態首先必須定義一個順滑函數(sliding function) S ，這個順滑

函數將狀態空間分成 0S > 、 0S < 及 0S = 三個部份，其狀態空間示意圖

如圖 4-1 所示。  
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0S <

0S >

0S =

x

x

at

(0)x

(0)x

 

圖 4-1 順滑模態  

    在圖 4-1 中 0S = 平面稱為順滑面(sliding surface)，此平面必須是連

續且包含平衡點並由系統的狀態所構成。設計順滑模態控制器主要精義

在於使系統的初始狀態 x (0)在有效時間 at 內接觸到順滑面，這個接觸的

過程稱為迫近模態(approaching mode)，而當 at t> 時系統動態將不再脫離

順滑面，且將保持在順滑面上，在這個順滑面的系統行為稱為順滑模態

(sliding mode)。  

4-3  迫近與順滑條件探討 

    順滑面在系統狀態的空間可分成 0S > 、 0S < 兩個集合，如圖 4-2 所

示  

0S <
0S =

0S >

 

圖 4-2 順滑條件示意圖  
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由圖 4-2 可看出當 0S > 時，S 必須隨時間遞減才不會脫離順滑面，反之，

當 0S < 時， S 則必須隨時間遞增，故順滑條件可表示為  

 0
lim 0
S

SS
→

<
 (4-1) 

而迫近條件主要觀念是指系統狀態行徑的路線在有限的時間內接觸到順

滑面，最常利用的迫近條件[29]如下式  

 SS Sσ≤ −  (4-2) 

其中 0σ > 。為了證明迫近條件成立，在此利用  Lyapunov’s 定理 [30]來

說明，首先選取 Lyapunov 候選函數(Lyapunov function candidate) 

 21
2

V S=  (4-3) 

而 Lyapunov 候選函數對時間 t 是可微的，因此  

 V SS=  (4-4) 

當迫近條件(4-2)式成立時，將使得  

 V Sσ≤ −  (4-5) 

即  

 21
2

d S S
dt

σ≤ −  (4-6) 

由(4-6)式可知  
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dS S S
dt
d S
dt

σ

σ

≤ −

⇒ ≤ −
 (4-7) 

將(4-7)式兩邊作時間 0 到 ht 的積分，可求得  

 ( ) (0)h hS t S tσ− ≤ −  (4-8) 

由(4-8)式可知  

 
(0)

h

S
t

σ
≤  (4-9) 

也就是系統軌跡可以在有限時間內接觸到順滑面 0S = 。由上述分析可

知，(4-2)式的迫近條件，亦可確保順滑條件(4-1)式的成立，這在設計順

滑模態控制器時是最常使用的方法之一。  

4-4  傳統順滑模態控制器設計方法 

    順滑模態控制器的設計步驟有二。步驟一：設計順滑面使得系統在

順滑面上的動態滿足所需的控制目的；步驟二：設計可變結構控制法則

(variable structure control law)，使得(4-2)式成立，使系統之動態迫近順

滑面且停留在順滑面上，如此可使系統不受參數變動及外界干擾所影

響。順滑模態控制是狀態變數回授的一種控制方法，因此所設計的方法

通常都以狀態變數來表示。在此採用一個四階系統的穩定化設計為範

例，考慮一個四階系統：  
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1 2

2 3

3 4

4 1 1 2 2 3 3 4 4

x x
x x
x x

x a x a x a x a x u d

=
=
=

= + + + + +

 (4-10) 

其中 ix , 1, 2, 3,4i = 為系統狀態， u為控制輸入， d 表示系統不確定性或外

界干擾，其大小 d 是有界的，控制的目的是把系統軌跡準確地控制到平

衡點 0x = ，以下將利用順滑模態控制來達成目標。由系統的數學模型選

定順滑函數 S 為  

 1 1 2 2 3 3 4 4S cx c x c x c x c x= = + + +  (4-11) 

假設 4 1c = ，此時順滑函數可表示為  

 1 1 2 2 3 3 4S c x c x c x x= + + +  (4-12) 

對(4-12)式中的順滑函數微分可得  

 1 1 2 2 3 3 4S cx c x c x c x x= = + + +  (4-13) 

將(4-10)式代入(4-13)式整理後可得  

 1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4( ) ( ) ( )S a x c a x c a x c a x u d= + + + + + + + +  (4-14) 

為了符合迫近條件(4-1)式與順滑條件(4-2)式，令控制法則如下：  

 1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4( ) ( ) ( ) sgn( )u a x c a x c a x c a x Sσ= − − + − + − + −  (4-15) 

其中切換函數 sgn( )S 定義如下[29] 
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1 0

sgn( ) 0 0
1 0

S
S S

S

>⎧
⎪= =⎨
⎪− <⎩

 (4-16) 

因 d 為有界，則選擇  

 dσ >>  (4-17) 

將(4-15)代入(4-14)式可得  

 sgn( )S S dσ= − +  (4-18) 

將(4-18)式兩邊同乘 S ，整理可得  

 
(1 )

SS S Sd S S d

d
S

σ σ

σ
σ

= − + ≤ − +

= − −
 (4-19) 

而由(4-17)式，可將(4-19)式表示為  

 SS Sσ< −  (4-20) 

根據 (4-19)式及 (4-20)式，可看出 (4-15)式所設計的控制法則已符合順滑

條件 (4-1)式及迫近條件 (4-2)式，因此系統之動態將收斂且停留在順滑

面，故  

 1 1 2 2 3 3 4 0S c x c x c x x= + + + =  (4-21) 

 1 1 2 2 3 3 4 0S c x c x c x x= + + + =  (4-22) 
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由(4-15)式、(4-18)式以及(4-21)式、(4-22)式，代入(4-10)式，整理可得  

 
1 2

2 3

3 1 1 2 2 3 3

x x
x x
x c x c x c x

=
=
= − − −

 (4-23) 

而(4-23)式特徵方程式為  

 3 2
3 2 1 0c c cλ λ λ+ + + =  (4-24) 

若選定 ic , 1,2,3i = 使特徵方程式 3 個根都位於負半平面，則系統將收斂至

平衡點並穩定。故控制力 (4-15)式在選擇適當的σ 及特定 ic , 1,2,3i = 下，

系統動態將收斂且停留在順滑面並朝向平衡點移動，且能有效抑制不確

定項，進而增加系統強健性。  

4-5  滑動層的考量 

    在順滑模態控制器中運用了一個理想的切換函數 sgn( )S 如圖 4-3，這

個切換函數必須利用無窮大的切換頻率才能實現，在實際系統中是無法

實現的，一般都是使用快速的切換元件來取代，但卻會造成系統狀態在

順滑面 0S = 兩側不斷切跳，這種切跳現象(chattering)因其頻率高易激發

(excite)未建模動態 (unmodeled dynamics)而引發系統不穩定且易造成機

電系統之磨耗，為抑制此不良因素影響可使用滑動層(boundary layer) [29]

來改善這個缺點，使用的方法是將 sgn( )S 函數修正為  
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1
sat /    

1            

sgn( )      

/         

S
S S S

S

S S

S S

φ
φ φ

φ
φ

φ

φ φ

>⎧
⎛ ⎞ ⎪= ≤⎨⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎪− < −⎩

⎧ >⎪= ⎨
≤⎪⎩

 (4-25) 

sgn( )S

S

 

圖 4-3 sgn( )S 函數  

φ− φ S

線性區

1

-1

sat S
φ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

圖 4-4 sat S
φ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

函數  

從 (4-25)式與圖 4-4 可看出順滑模態被分成三個部份： S φ> 、 S φ≤ 、

S φ< − ，其中 S φ≤ 為線性區，當系統的狀態進入到此區域後，行徑軌跡
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將會變得比較緩和，因此可以減少切跳現象，但是系統狀態卻會產生誤

差。利用以上的觀念，吾人以 sat S
φ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

取代 sgn( )S 。  

4-6  非線性機電系統順滑模態控制器設計方法[31] 

    4-4 節的順滑模態控制器設計過程主要針對線性化的系統，但現今

的機電系統通常有很多非線性項，這些非線性包含了雜訊、摩擦力等等，

若忽略這些非線性項，採用線性化之系統設計控制器，將會降低控制器

之效能。故在本章節中將說明針對非線性機電系統如何設計順滑模態控

制器。一般非線性的機電系統的數學動態方程式可表示為(4-26)式  

 ( ) ( , )J q q f q q Bu= +  (4-26) 

q為系統狀態， u 為控制力，(4-26)式可寫成  

 1 1 1

2 2 2

( , ) ( )

( , ) ( )

q f q q B q u

q f q q B q u

= +

= +
 (4-27) 

其中 1 11 1

22

,      .
f B

J f J B
Bf

− −
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

 假設 2det( ) 0B ≠ ，利用座標轉換關係[31]將原

來狀態轉換成  

 2( ) ,n m
nz q R y qφ −= ∈ =  (4-28) 

其中 ( )n qφ 必須滿足以下條件式  

 1( ) 0n q J B
q

φ −∂
=

∂
 (4-29) 
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則經過座標轉換後系統動態方程式可表示為  

 ( )1( ) ( ) ( )       =n n nq q qz q z q q J f Bu
q q q q

φ φ φ −⎛ ⎞∂ ∂ ∂∂
= + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 (4-30) 

整理後  

 1

2 2 2

( , , , )
( , , , ) ( , ) ,   det( ) 0

z f z y z y
y f z y z y B z y u B
=
= + ≠

 (4-31) 

式(4-31)又稱為正規化形式(regular form)[31]。假設平衡點為  

 1

2

(0,0,0,0) 0
(0,0,0,0) 0

f
f

=
=

 (4-32) 

本節順滑模態設計方式有三種，以下分別介紹。  

 

設計方法一：  

    假設此動態系統輸出 0y = , 0y = 時，其系統之零動態(zero dynamics) 

[32]為  

 1( ,0, ,0)z f z z=  (4-33) 

並假設此零動態為穩定系統。則可設計順滑面為  

 0S y cy= + =  (4-34) 

c 的選取必須為正，將順滑函數微分  

 0S y cy= + =  (4-35) 

利用(4-31)式及(4-35)式可得控制力 u。當 0s = 時，狀態 y 將隨著時間收斂

至零，此時 z 也隨著 y 的收斂而衰減為零。  
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設計方法二：  

    假設此動態系統輸出 0z = , 0z = ，則零動態如下  

 1(0, ,0, )z f y y=  (4-36) 

又假設此零動態系統為穩定，則可設計順滑面為  

 1 1 2 0s f c z c z= + + =  (4-37) 

其中  

 1 1 2f c z c z= − −  (4-38) 

將(4-38)式代入(4-31)式可得  

 1 2z c z c z= − −  (4-39) 

其中 1c , 2c 為正，將順滑函數 s 微分可得  

 

1 1 1 1
1 2

1 1 1 1
1 2 2

1 2 1

1 1 1
1 1 2 2

(0, , 0, ) ( ( , , , ) ( , ) )

( (0, , 0, ))

(0, , 0, ) (

f f f fs z y z y c z c z
z y z y
f f f fz y f y y f z y z y B z y u
z y z y

c z c f y y

f f fc z y f y y c f
z y z

∂ ∂ ∂ ∂
= + + + + +
∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
+ +

∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
1

1
2

1
2

, , , )

( , )

( , , , ) ( , )

fz y z y
y

f B z y u
y

fF z y z y B z y u
y

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂
+⎜ ⎟∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂
= + ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 (4-40) 
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其中 ( , , , )F z y z y 是與控制力獨立的一個函數，再利用順滑條件(4-1)與迫近

條件(4-2)設計控制力 u 即可使系統穩定且 0, 0z y→ → 。  

 

設計方法三：  

    在系統(4-31)式中，假設 1f 與 y 無關， 1 1( , , , ) ( , , )f z y z y f z y z= ，若設計方

法二中(4-38)式成立， z 和 z 會收斂至原點，則 1f 可表示為  

 1(0, ,0) 0f y =  (4-41) 

但在(4-41)式中， y 不能確保收歛至平衡點，故設計新的順滑函數使得 y

能在有限時間內收斂至平衡點，此新的順滑面為  

 1 1 0     ( 0)s s sα α= + = >  (4-42) 

其中假設 1 1 1 2s f c z c z= + + ，將 1s 微分  

 

1 1 1
1 1 2

1 1 1
1 2 1( , , , )

f f fs z y z c z c z
z y z
f f fy c z c f z y z y
y z z

∂ ∂ ∂
= + + + +
∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (4-43) 

因為 1 1( , , , ) ( , , )f z y z y f z y z= ，(4-43)式可表示為  

 

1 1 1
1 1 2 1

1
1

( , , )

( , , )

f f fs y c z c f z y z
y z z
f y F z y z
y

∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∂

= +
∂

 (4-44) 

再將新的順滑函數 s 微分可得  
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1 1

2
1 1 1 1 1 1

12

2
1 1 1 1 1 1

12

2
1 1 1 1 1

12

( , , )

( , , )

( ,

s s s

f f F F F fy y z y z y F z y z
y y z y z y

f F f F f Fy z y z F z y z
y y y z y z

f f f F Fy z f z
y y y z z

α

α

α α

α

= +

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + + + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
1

1
2 2

1
2

, ) ( , , )

( ( , , , ) ( , ) )

( , , , ) ( , )

y z F z y z

f f z y z y B z y u
y

fF z y z y B z y u
y

α+

∂
+ +
∂

∂
= +

∂

 (4-45) 

由 s 可求得 u ，使得 10, 0, 0s s y→ → → 。  

    在非線性機電系統設計中，因為包含了許多的非線性項，以及每個

系統往往有許多差異性，所以在設計控制器的過程會因為系統動態方程

式的不同，使得順滑函數必須依照系統狀態的變化來選取，所以在順滑

函數選擇上，遠比線性系統來的複雜且困難，故在設計控制器時，必須

靠經驗的累積才能選取適當的順滑函數。  
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第五章  平衡控制器設計與模擬結果 

5-1  前言 

    ㄧ機電系統之效能是否優良，控制器絕對是相當重要的因素，控制

器的強健性以及其控制性能都將影響系統之響應。本章將介紹單輪車系

統所使用之平衡控制器的設計過程以及模擬結果，並比較各控制器之性

能。首先，將單輪車系統作平衡點線性化後再使用 LQR (Linear Quadratic 

Regulator)控制器實現平衡控制，此控制法則利用狀態空間回授控制

(state space feedback control)的穩定化求出最佳回授增益 K 值使得系統

達到區域穩定。接下來將利用第二章單輪車系統數學模型推導中，吾人

最後得到單輪車系統在平衡點附近可解耦合成慣性輪倒單擺系統以及輪

型倒單擺系統之結果，分別對單輪車解耦合之兩子系統做控制器之設

計 。 慣 性 輪 倒 單 擺 系 統 部 分 將 使 用 全 狀 態 回 授 線 性 化 (feedback 

linearization)控制器來完成其平衡控制器，輪型倒單擺系統的控制器設計

使用順滑模態(sliding mode)控制器。本章內容有：5-2 節介紹 LQR 控制

器理論與平衡控制器之設計與模擬；5-3 節介紹全狀態回授線性化控制

器之設計與模擬；5-4 節介紹順滑模態控制器之設計與模擬；5-5 節介紹

各控制器模擬響應比較。  

5-2  LQR 控制器理論與平衡控制器之設計與模擬 

    針對線性系統利用狀態空間回授控制(state space feedback control)

的穩定化方法中，LQR 控制法是利用極小化性能指標(performance index)

函數 J ，以取得最佳回授增益 K ，其中性能指標可描述該系統所具有之
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能量特性。由於回授增益 K 取決於性能指標 Q及 R之權重矩陣(weighting 

matrix)之選擇，所以可推知 LQR 控制器的性能表現完全取決於 Q及 R之

權重矩陣的選取。而本節中先將非線性單輪車系統於平衡點線性化之

後，再利用 LQR 控制法則來完成平衡控制的設計。  

    假設一線性系之狀態方程式(state equation)如下  

 ( ) ( ) ( )x t Ax t Bu t= +  (5-1) 

x Ax Bu= +

K−

u x

 

圖 5-1 狀態回授控制系統結構示意圖  

吾人希望設計控制力 ( )u t 當 0t ≥ ，使得 ( ) 0x t → 當 t →∞。這個問題稱為

調節問題(regulation problem)，吾人以最佳化的方法來解這個問題，首先

定義性能指標 J 如下  

 T T

0
( ) ( ) ( ) ( )J x t Qx t u t Ru t dt

∞
⎡ ⎤= +⎣ ⎦∫  (5-2) 

上式中的 Q 、 R 分別為狀態 ( )x t 與控制力 ( )u t 的權重矩陣 (weighting 

matrix)，其中  

      T 0Q Q= ≥ ，半正定矩陣(positive semi-definite matrix) 

      T 0R R= > ，正定矩陣(positive definite matrix) 

(5-2)式中的矩陣 Q為反應加權矩陣(response weighting matrix)，矩陣 R為
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控制力加權矩陣(control force weighting matrix)。  

    矩陣 Q與 R數值的相對大小代表要求控制效益與所需控制力之相對

重要性。調整權重矩陣 Q與 R，並考慮控制力 ( )u t 的特性與限制，使得 J

為最小化，並達成穩定化控制的目的，這個過程稱之為 LQR 控制。此最

佳化(optimization)的解為狀態回授控制如下所示  

 ( )u Kx t= −  (5-3) 

其中  

 1 TK R B P−=  (5-4) 

在此的 P為 ARE (Algebraic Riccati Equation)的解如下式  

 T 1 TPA A P PBR B P Q−+ − = −  (5-5) 

選擇 Q與 R時，需注意所得的回授增益 K 要使控制力 ( )u t 能在系統有效工

作範圍之內。  

    因 LQR 設計方法僅適用於線性系統，故在此先將單輪車系統做平衡

點線性化，已知單輪車系統平衡點線性化後為(2-113)式，由於偏向角 γ 不

影響平衡的狀況，故吾人捨去偏向角狀態，又由(2-113)式知轉盤角度φ 不

影響動態，故為了提高慣性輪倒單擺系統之平衡控制性能，吾人捨去轉

盤轉動角度之狀態，最後可將單輪車系統狀態空間方程式整理為 (5-6)

式，而系統物理參數如表 5-1。  
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1

2

3

4

5

6

7

w
L L

d

x
x
x

e
x A B

e
x
x
x

α
θ
α
θ
β
β
φ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

 (5-6) 

表 5-1 單輪車系統物理參數  

符號  數值  說明  

 (kg)wm  0.225 輪子質量  

 (kg)dm  1.586 轉盤質量  

 (kg)bm  6.014 車身質量  

 (m)rl  0.053 輪子半徑  

 (m)dl  0.07 轉盤半徑  

 (m)l  0.56 車身長度  
2 (kg-m )wxI  0.000158 體座標上輪子在 x̂′′′軸上之轉動慣量

2 (kg-m )wyI  0.000316 體座標上輪子在 ŷ′′′軸上之轉動慣量

2 (kg-m )wzI  0.000158 體座標上輪子在 ẑ′′′軸上之轉動慣量

2 (kg-m )bxI  0.1772 體座標上車身在 x̂′′′軸上之轉動慣量

2 (kg-m )byI  0.1677 體座標上車身在 ŷ′′′軸上之轉動慣量

2 (kg-m )bzI  0.0306 體座標上車身在 ẑ′′′軸上之轉動慣量

2 (kg-m )dxI  0.0039 體座標上轉盤在 x̂′′′軸上之轉動慣量
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2 (kg-m )dyI  0.0019 體座標上轉盤在 ŷ′′′軸上之轉動慣量

2 (kg-m )dzI  0.0019 體座標上轉盤在 ẑ′′′軸上之轉動慣量

2 (m/s )g  9.81 重力加速度  

 

代入系統物理參數如表 5-1 後，可得  

 

0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0

0.3905 0 0 0.0002 0 0 0
2.3872 0 0 0.0018 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 4307.9077 0 0.3302
0 0 0 0 4307.9077 0 0.9081

LA

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= − −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

 (5-7) 

 

0 0
0 0

0.0073 0
0.061 0

0 0
0 11.6456
0 31.205

LB

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

−⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (5-8) 

此時系統特徵值 E 所在位置為  

 { }0,  - 0.6255,  0.6242,  - 0.0005,  65.4712,  - 65.8014,  - 0.5779E =  (5-9) 

由系統之特徵值 65.4712 以及 0.6242 可知此時系統為不穩定。接下來先

以(5-10)式來檢察系統之可控性  
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 2 3 4 5 6
C L L L L L L L L L L L L LQ B A B A B A B A B A B A B⎡ ⎤= ⎣ ⎦  (5-10) 

經計算後， CQ 矩陣的秩數(rank)為  

 rank( ) 7CQ =  (5-11) 

故系統可控，接著再選取適當的 Q與 R值如下  

 

570 0 0 0 0 0 0
0 250 0 0 0 0 0
0 0 270 0 0 0 0
0 0 0 250 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 200000 0
0 0 0 0 0 0 0.1

Q

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (5-10) 

 
0.5 0
0 1.5

R ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (5-11) 

再經由 MATLAB 進行 LQR 控制器設計而得到最佳回授增益 K 矩陣  

 
645 22.4 1866.3 175.5 0 0 0
0 0 0 0 1636.4 366.3 0.3

K
− − − −⎡ ⎤

= ⎢ ⎥− − −⎣ ⎦
 (5-12) 

此時閉迴路 ( )L LA B K− 特徵值 1E 所在位置為  

 1 {-4143.8701,  -1.1489 0.2883,
         -0.3155 0.0458,  -1.7198 1.5514}
E j

j j
= ±

± ±
 (5-13) 

    經 LQR 控制器設計所得之閉迴路特徵值均位於左半平面，此時系統

穩定。  
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    接下來將利用 MATLAB/Simulink 進行數值模擬，以確定控制制控

制性能以及系統的之可行性，而整體 LQR 控制器控制方塊圖如圖 5-2 所

示。  

 

+
−

,  w de e

,  ,  ,  ,  ,  ,  α α θ θ β β φ

,  w dτ τ

 

圖 5-2 LQR 控制器控制方塊圖  

首先，吾人令初始狀態為(5-14)式。  

 [ ] [ ]T T
1 2 3 4 5 6 7 0.06 0 0 0 0 0 0x x x x x x x x= =  (5-14) 

其代表之意義為單輪車系統向前傾斜 0.06 徑度，經 LQR 控制器所得之

單輪車系統之前後傾角模擬響應如圖 5-3，車輪角度模擬響應如圖 5-4，

車輪控制電壓模擬響應如圖 5-5，單輪車系統之左右傾角模擬響應如圖

5-6，轉盤角速度模擬響應如圖 5-7，轉盤控制電壓模擬響應如圖 5-8。

另外，吾人令  

 [ ] [ ]T T
1 2 3 4 5 6 7 0 0 0 0 0.04 0 0x x x x x x x x= =  (5-15) 

其代表之意義為單輪車系統向左傾斜 0.04 徑度，經 LQR 控制器控制後，

單輪車系統之前後傾角模擬響應如圖 5-9，車輪角度模擬響應如圖 5-10，

車輪控制電壓模擬響應如圖 5-11，單輪車系統之左右傾角模擬響應如圖
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5-12，轉盤角速度模擬響應如圖 5-13，轉盤控制電壓模擬響應如圖 5-14。 

    當單輪車系統只有 β 設定初始值且其他初始狀態設為零時，由系統

動態方程式 (2-79)式可知，系統的前後動態以及偏向角度將恆為零，也

就是不需任何控制力，前後動態即可維持平衡，故模擬響應圖 5-6、圖

5-7、圖 5-8 恆為零，反之，當只有α設定初始值且其他初始狀態設為零

時，左右動態以及偏向角度將恆為零，也就是不需控制力，左右動態即

可維持平衡，故模擬響應圖 5-9、圖 5-10、圖 5-11 恆為零。另外，由模

擬結果可看出，車輪控制電壓幾乎無飽和現象，而且系統可收斂。而轉

盤控制電壓雖然一開始有短暫飽和於電壓 18 V 的現象，但系統還是可以

穩定平衡。  
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圖 5-3 LQR 控制器之單輪車前後傾角模擬響應圖( (0)=0.06, (0)=0α β ) 
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圖 5-4 LQR 控制器之車輪角度模擬響應圖( (0)=0.06, (0)=0α β ) 
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圖 5-5 LQR 控制器之車輪控制電壓模擬響應圖( (0)=0.06, (0)=0α β ) 



 5-10

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 

圖 5-6 LQR 控制器之單輪車左右傾角模擬響應圖( (0)=0.06, (0)=0α β ) 
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圖 5-7 LQR 控制器之轉盤角速度模擬響應圖( (0)=0.06, (0)=0α β ) 
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圖 5-8 LQR 控制器之轉盤控制電壓模擬響應圖( (0)=0.06, (0)=0α β ) 
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圖 5-9 LQR 控制器之單輪車前後傾角模擬響應圖( (0)=0, (0)=0.04α β ) 
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圖 5-10 LQR 控制器之車輪角度模擬響應圖( (0)=0, (0)=0.04α β ) 
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圖 5-11 LQR 控制器之車輪控制電壓模擬響應圖( (0)=0, (0)=0.04α β ) 
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圖 5-12 LQR 控制器之單輪車左右傾角模擬響應圖( (0)=0, (0)=0.04α β ) 
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圖 5-13 LQR 控制器之轉盤角速度模擬響應圖( (0)=0, (0)=0.04α β ) 
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圖 5-14 LQR 控制器之轉盤控制電壓模擬響應圖( (0)=0, (0)=0.04α β ) 

    接下來，吾人將初始條件設定為  

 [ ] [ ]T T
1 2 3 4 5 6 7 0.04 0 0 0 0.04 0 0x x x x x x x x= =  (5-16) 

其代表之意義為單輪車系統向前傾斜 0.04 徑度，向左傾斜 0.04 徑度，

經 LQR 控制器後，單輪車前後傾角模擬響應如圖 5-15，車輪角度模擬

響應如圖 5-16，車輪控制電壓模擬響應如圖 5-17，單輪車左右傾角模擬

響應如圖 5-18，轉盤角速度模擬響應如圖 5-19，轉盤控制電壓模擬響應

如圖 5-20，單輪車偏向角模擬響應如圖 5-21，由圖 5-15、圖 5-18 知系

統可以平衡，除此之外，由圖 5-21 可知當單輪車系統有側傾角的情況

下，且系統前後移動時，偏向角度 γ 會隨之改變，而側傾角度收斂時，

偏向角度將不再改變，此動態與實際物理現象相符，也可由此模擬現象，

再次驗證吾人單輪車系統數學模型之正確性。  
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圖 5-15 LQR 控制器之單輪車前後傾角模擬響應圖( (0)=0.04, (0)=0.04α β ) 
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圖 5-16 LQR 控制器之車輪角度模擬響應圖( (0)=0.04, (0)=0.04α β ) 
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圖 5-17 LQR 控制器之車輪控制電壓模擬響應圖( (0)=0.04, (0)=0.04α β ) 
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圖 5-18 LQR 控制器之單輪車左右傾角模擬響應圖( (0)=0.04, (0)=0.04α β ) 
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圖 5-19 LQR 控制器之轉盤角速度模擬響應圖( (0)=0.04, (0)=0.04α β ) 
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圖 5-20 LQR 控制器之轉盤控制電壓模擬響應圖( (0)=0.04, (0)=0.04α β ) 
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圖 5-21 LQR 控制器之單輪車偏向角度模擬響應圖( (0)=0.04, (0)=0.04α β ) 

5-3  全狀態回授線性化控制器之設計與模擬 

    由第二章吾人可知在平衡點附近時，可將系統解耦合為兩個方向的

子系統，此節將對解耦合後之慣性輪倒單擺系統做全狀態回授線性化並

將線性化後所得之線性系統以 LQR 控制器加以控制。由(2-125) ~ (2-134)

式，吾人可得知慣性輪子系統其狀態空間表示式為  

 1 2x x=  (5-17) 

 1 4
2

sin( )d m t m d

dx dx dx

G x R K x R ex
D I D I D I

= + −
− − −

 (5-18) 

 3 4x x=  (5-19) 
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 1 4
4

sin( )
( ) ( )

d m t m d

dx dx dx dx dx

G x DR K x DR ex
D I I D I I D I

= − − +
− − −

 (5-20) 

由上四式中，吾人可知轉盤角度 3x 與其他動態方程式並無關聯，且實際

上轉盤的角度位置並不會影響系統平衡，也為了提升平衡控制之性能，

故 吾 人 將 轉 盤 角 度 狀 態 捨 去 。 捨 去 後 令 狀 態 空 間 為

[ ] [ ]T T
1 2 3 1 2 4Z z z z x x x= = ，接著吾人可將狀態空間表示式重新整理

為  

 1 2z z=  (5-21) 

 1 3
2

sin( )d m t m d

dx dx dx

G z R K z R ez
D I D I D I

= + −
− − −

 (5-22) 

 1 3
3

sin( )
( ) ( )

d m t m d

dx dx dx dx dx

G z DR K z DR ez
D I I D I I D I

= − − +
− − −

 (5-23) 

並表示成下列之形式  

 ( ) ( ) dz f z g z e= +  (5-24) 

其中  

 

2

1 3

1 3

sin( )( )

sin( )
( )

d m t

dx dx

d m t

dx dx dx

z
G z R K zf z

D I D I
G z DR K z

D I I D I

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= +⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥
− −⎢ ⎥

− −⎣ ⎦

 ；  

0

( )

( )

m

dx

m

dx dx

Rg z
D I
R D

I D I

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= −⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

−⎣ ⎦

 (5-25) 
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接著檢視系統是否可全狀態回授線性化。首先計算相關 Lie bracket 

[ ],f g 如下：  

 ( )0

0

( )

m
f

dx

m

dx dx

Rad g z
D I
R D

I D I

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= −⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

−⎣ ⎦

 (5-26) 

 ( )
2

1
2

2 2

2 2

( )

( )

m

dx

m t
f

dx dx

m t

dx dx

R
D I

R Dkad g z
I D I

D R k
I D I

⎡ ⎤
−⎢ ⎥−⎢ ⎥

⎢ ⎥
= ⎢ ⎥

−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦

 (5-27) 

 ( )

2

2

2 3 2
2 1

2 2 3

3 3 2
1

2 3 3

( )

cos( )
( ) ( )

cos( )
( ) ( )

m t

dx dx

d m m t
f

dx dx dx

d m m t

dx dx dx

R Dk
I D I

G R z D R kad g z
D I I D I

G R z D R k
D I I D I

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−

= −⎢ ⎥
− −⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥+

− −⎢ ⎥⎣ ⎦

 (5-28) 

令 ( ) ( ) ( ) ( )2
f fG z g z ad g z ad g z⎡ ⎤= ⎣ ⎦，計算可得  

 ( )
3

13det( ) cos( )
( )

m d

dx dx

R GG z z
I D I

= −
−

 (5-29) 

並令  
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 3
12 2

z R zπ π⎧ ⎫
Ω = ∈ − < <⎨ ⎬

⎩ ⎭
 (5-30) 

由表 5-1 系統物理參數可知  

 
3

3 0
( )

m d

dx dx

R G
I D I

≠
−

 (5-31) 

則得知，在Ω中 ( )G z 是滿秩(full rank)。接著檢驗是否符合 involutive 之

條件。  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0
0
0

f
f f

ad g z gg z ad g z g z ad g z
z z

⎡ ⎤
∂ ∂ ⎢ ⎥⎡ ⎤ = − =⎣ ⎦ ⎢ ⎥∂ ∂

⎢ ⎥⎣ ⎦

 (5-32) 

由(5-32)式可得知  

 { }, span ( ) ( )f fg ad g g z ad g z⎡ ⎤∈⎣ ⎦  (5-33) 

故 { }span ( ) ( )fg z ad g z 在Ω中是 involutive。綜合上述條件，吾人得知慣

性輪倒單擺子系統為一個可全狀態回授線性化之系統。同時要使系統能

轉換成(3-28)式的形式，必須找到一個函數 ( )h z 滿足  

 
( )
( )
( )2

0
0
0

g

g f

g f

L h z
L L h z
L L h z

⎧ =
⎪ =⎨
⎪ ≠⎩

 (5-34) 

並依據[8]之結果，吾人選取  

 2 3( ) dxy h z Dz I z= = +  (5-35) 
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接著將(5-34)式做多次微分，直到出現控制力 de  

 [ ] [ ]
1

( ) ( )

0 ( ) 0 ( )
sin( ) 0

f g d

dx dx d

d

y L h z L h z e

D I f z D I g z e
G z

= +

= +

= +

 (5-36) 

 [ ] [ ]

2

1 1

2 1

( ) ( )

cos( ) 0 0 ( ) cos( ) 0 0 ( )
cos( ) 0

f g f d

d d d

d

y L h z L L h z e

G z f z G z g z e
z G z

= +

= +

= +

 (5-37) 

 

3 2

2
2 1 1
2 1

1 3 1

( ) ( )

cos( )sin( )sin( )

cos( ) cos( )

f g f d

d
d

dx

d m t d m d

dx dx

y L h z L L h z e

G z zz G z
D I

G z R K z G z R e
D I D I

= +

= − +
−

+ −
− −

 (5-38) 

由上列運算得知在 12 2
zπ π

− < < 中 2 0g fL L h ≠ ，故此系統的相對階數(relative 

degree)為 3。接著定義新的狀態變數如下  

 
1 2 3

2 1

2
3 2 1

( )
( ) sin( )

( ) cos( )

dx

f d

f d

y h z Dz I z
y L h z G z

y L h z z G z

ξ
ξ

ξ

= = = +
= = =

= = =

 (5-39) 

並將(5-38)式以及(5-39)式微分整理得  

 1 2ξ ξ=  (5-40) 

 2 3ξ ξ=  (5-41) 

 3 2
3 ( )f g f dL h L L h z eξ = +  (5-42) 
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為了消除非線性部份，故令 de 為  

 3
2

1 [ ( )]
( )d e f

g f

e u L h z
L L h z

= −  (5-43) 

則吾人可獲得一可控(controllable)線性系統如下  

 1 2ξ ξ=  (5-44) 

 2 3ξ ξ=  (5-45) 

 3 euξ =  (5-46) 

而控制力 eu 之設計，吾人將採用 LQR 控制來設計。由 5-2 節中吾人知控

制力 eu 為  

 ( )e du K z t= −  (5-47) 

並選定適當的 dQ 與 dR 值如下  

 
100 0 0

0 20 0
0 0 0.01

dQ
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 ；  [ ]0.5dR =  (5-48) 

在經由 MATLAB 進行 LQR 控制器設計而得到最佳回授增益 dK 矩陣  

 [ ]14.1421 13.7168 5.2379dK =  (5-49) 

此時系統之特徵值為(5-50)式，可知系統穩定。  
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 { }-1.655 2.1439 ,  -1.655 - 2.1439 ,  -1.9279dE j j= +  (5-50) 

    接下來以 MATLAB/Simulink 模擬全狀態回授線性化後控制器之控

制系統響應，而模擬時的系統物理參數採用表 5-1，整體控制方塊圖如

圖 5-22。  

 

馬達

(2-111)式

回授線性化
控制器
(5-43)式

感測器
(慣性量測元件、編碼器)

慣性輪單擺系統
(2-85)式
(2-86)式+

−

控制命令 de

,  ,  β β φ

dτ

 

圖 5-22 回授線性化控制器控制方塊圖  

    首 先 ， 吾 人 設 定 單 輪 車 系 統 的 初 始 條 件 為

[ ]T T0 0 0 0 0.04 0 0α θ α θ β β φ⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ，另外，平衡控制中

不考慮之狀態初始值設為 [ ] [ ]T T0 0 0φ γ γ = ，而在此初始條件下，由

系統動態方程式 (2-79)式可知，單輪車系統之前後動態與偏向角度將恆

為零，也就是單輪車系統在此初始條件下可視為一慣性輪單擺系統，故

接下來將只提供系統左右動態之模擬響應圖。圖 5-23 為左右傾角模擬響

應圖，圖 5-24 為轉盤角速度模擬響應圖，圖 5-25 為轉盤控制電壓模擬

響應圖。由模擬可知，控制電壓除了一開始的短暫飽和外，其餘均屬理

想範圍，且系統穩定。  
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圖 5-23 回授線性化之單輪車左右傾角模擬響應圖( (0)=0, (0)=0.04α β ) 
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圖 5-24 回授線性化之轉盤角速度模擬響應圖( (0)=0, (0)=0.04α β ) 
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圖 5-25 回授線性化之轉盤控制電壓模擬響應圖( (0)=0, (0)=0.04α β ) 

5-4  順滑模態控制器之設計與模擬 

    由第二章吾人得知在平衡點附近時，可將系統解耦合為兩個方向的

子系統，此節將對解耦合後之輪型倒單擺系統進行順滑模態控制器之設

計與模擬。  

    由(2-135)式以及(2-136)式，吾人可得知輪型倒單擺系統其動態方程

式如下  

 

2 21 1( ) ( cos cos )
4 2

1( sin sin ) 0
2

d b dy by d rad b r

d b

m l m l I I m ll m ll

m gl m gl

α α α θ

α α

+ + + + +

− + =
 (5-51) 
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2 2 2

2
2 2

1( cos cos ) ( )
2

1( sin sin )
2

d r b r w r d r b r wy

t t
d r b r w

a a

m ll m ll m l m l m l I

K Km ll m ll e
R R

α α α θ

α α α α θ

+ + + + +

− + + =
 (5-52) 

首先將(5-51)式、(5-52)式整理為  

 
2 2

2 2

sin( ) cos( )sin( ) cos( ) cos( )
cos ( )

w m t m wHG N R K N R N e
MH N

α α α α θ α αα
α

− + −
=

−
 

  (5-53) 

 
2

2 2

cos( )sin( ) sin( )
cos ( )

w m t m wNG MN MR K MR e
MH N

α α α α θθ
α

− + − +
=

−
 (5-54) 

其中 2 2cos ( ) 0MH N α− ≠ ，而參數如第二章所示。由(5-53)式、(5-54)式將

控制力矩陣整理為  

 
2 2

1

2
2 2

cos
cos
cos

m

m

MR
B MH N

R NB
MH N

α
α
α

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤ −= ⎢ ⎥⎢ ⎥

−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 (5-55) 

為了將系統轉換成正規化(4-31)的形式，利用變數變換的關係  

 
( , )

( )
y σ θ α

θ ϕ α
=
= −

 (5-56) 

將(5-56)式微分可得  

 ( )dy
d
ϕ αθ α
α

= −  (5-57) 

令  
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 1

2

( )
cos

d B M
d B N
ϕ α
α α

= = −  (5-58) 

再由(5-58)式積分得  

 1 tan( / 2)( ) ln
1 tan( / 2)

M
N

αϕ α
α

+
= − ⋅

−
 (5-59) 

將(5-58)式代入(5-57)式可得  

 
cos
My

N
θ α

α
= +  (5-60) 

將(5-60)式微分可求得  

 2
2

sin
cos cos

M My
N N

αθ α α
α α

= + +  (5-61) 

將(5-53)式、(5-54)式以及(5-61)式整理成正規化形式  

 ( , ) tan( )sy G α α α=  (5-62) 

 ( , ,  )wv eα α α=  (5-63) 

其中  

 2( , )
coss

r

g MG
l N

α α α
α

= +  (5-64) 

 
2 2

2 2

sin( ) cos( )sin( ) cos( )( )( , ,  )
cos ( )

w m t w
w

HG N R N K ev e
MH N

α α α α α θα α
α

− + −
=

−
 

  (5-65) 

接著吾人選擇順滑面為  
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 2
0 1 1( , , , ) [cos ( )] 0S y y S Sα α α δ= + =  (5-66) 

其中 0δ > ，且  

 1 1tan( ) ( )S y yα δ= + +  (5-67) 

其中 1 0δ > 。由(5-66)式，當系統動態在順滑面 0S 上，且
2
πα ≠ ± 時  

 1 1tan( ) ( ) 0 as S y y tα δ= + + → →∞  (5-68) 

也就是系統動態在順滑面 0S 上時， 1S 會收斂到零。當 1S 收歛到零時，則  

 1tan( ) ( ) 0 y yα δ+ + =  (5-69) 

由(5-62)式以及(5-69)式可得  

 1 ( , )( )sy G y yδ α α= − +  (5-70) 

再令  

 y yξ = +  (5-71) 

由(5-71)式可得  

 y y ξ= − +  (5-72) 

將(5-71)式微分整理可得  

 1[1 ( , )]sy Gξ δ α α ξ= − + −  (5-73) 

因此考慮系統動態(5-72)式及(5-73)式，  
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1[1 ( , )]s

y y
y G

ξ

ξ δ α α ξ

= − +⎧
⎨

= − + −⎩
 

選取 Lyapunov 候選函數為  

 2 21 ( )
2

V y ξ= +  (5-74) 

將 Lyapunov 候選函數微分後如下  

 
2 2

1( ( , ) 1)s

V yy
y G

ξξ

δ α α ξ

= +

= − − −
 (5-75) 

因為在
2 2
π πα− < < 條件下 ( , ) 0sG α α > ，如果在選擇數值夠大的 1δ 即可滿

足 1
1 0( , )sGδ α α> > ，則使得 0V < 。而這也代表 (5-62)式為漸近穩定

(asymptotically stable)且當 t →∞時 0,  0y ξ→ → 。因此從(5-56)式、(5-59)

式以及(5-69)式，吾人可得當 t →∞時 ( ,  ) (0,  0)α θ → 。由上述之結果吾人

可知當系統動態落在順滑面 0S 時，倒單擺系統(5-62)式及(5-63)式之狀態

可收斂至平衡點。  

    接著由(5-66)式微分可得  

 0 ( , ) ( , , ) ( , , )wS v e F yψ α α α α α α= +  (5-76) 

其中  

 1( , ) 1 2 sinM
N

ψ α α δ α α= +  (5-77) 
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2
1 1 1

2
1 1

2
1 2

( , , ) ( , )cos ( ) tan( ) ( , )

2 ( , ) sin ( ) 2 cos( )sin( )
sin( )cos( )sin( )( )

cos ( )

s s

s

F y G S G

G y
M
N

α α δ α α α α δ δ α α α

δ α α α α δ α α α
αδ α α α α
α

= + +

− −

+

 (5-78) 

接下來將決定控制力使任何初始條件接觸到順滑面 0S 時，必須滿足下列

順滑條件以保證系統之動態一直停留在順滑面 0S 上  

 0 0 0S S <  (5-79) 

故將(5-76)式代入(5-79)式，可得  

 0 ( ( , ) ( , , ) ( , , )) 0wS v e F yψ α α α α α α+ <  (5-80) 

將(5-80)式中的 ( , , )wv eα α 令為  

 0( , , ) sgn( ( , ))w ov e V Sα α ψ α α= −  (5-81) 

其中  

 max

min
o

F
V

ψ
≥  (5-82) 

將(5-81)式代入(5-80)式可得  

 max
0 0

min

[ ( , )( sgn( ( , ))) ( , , )] 0
F

S S F yψ α α ψ α α α α
ψ

− + <  (5-83) 

由(5-83)式可知，當 ( , ) 0ψ α α ≠ 時，順滑模態成立。為了避免 ( , ) 0ψ α α = 的
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狀況發生，由(5-76)式中的 ( , )ψ α α 檢驗可知系統狀態收斂範圍可用下列

(5-84)式與(5-85)式來近似  

 11 2 sin 0M
N

δ α α+ >  (5-84) 

 ( , , ) 0ψ α α α >  (5-85) 

其中平衡點滿足(5-84)式，將(5-77)式中的 ( , )ψ α α 微分後代入(5-85)式可

得  

 2
12 ( sin cos ) 0M

N
δ α α α α+ >  (5-86) 

從(5-84)式又知  

 
12 sin

N
M

α
δ α

> −  (5-87) 

將(5-87)式以及(5-63)式代入(5-86)式可得  

 
2

1 0 2 2 2
1

cos2 [ sgn( ( , ))sin ] 0
4 sino

M NV S
N M

αδ ψ α α α
δ α

− + >  (5-88) 

若(5-88)式要成立則必滿足  

 
2

2 2 2
1

cos sin
4 sin o

N V
M

α α
δ α

>  (5-89) 

若滿足 (5-89)式條件，則 ( , ) 0ψ ϕ ϕ > ，順滑條件成立。最後由 (5-65)式以

及(5-81)式整理可得控制力  
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2 2

2 2
0

1 [ cos sin cos
cos

sin ( cos )sgn( ( , ))]

w m t
m

o

e N R K N
R N

HG V MH N S

α α α θ α
α

α α ψ α α

= − +

+ + −

 (5-87) 

為防止控制力輸出造成的切跳現象過大，吾人利用飽和函數 sat 代替 sgn

函數將控制力 we 修正為  

 

2 2

2 2 0

1 [ cos sin cos
cos

( , )sin ( cos )sat( )]

w m t
m

o

e N R K N
R N

SHG V MH N

α α α θ α
α

ψ α αα α
ε

= − +

+ + −
 (5-88) 

    接下來將針對吾人所設計之控制力以 MATLAB/Simulink 加以模

擬，以觀察考慮非線性項的控制器其對系統的控制效能及可行性，模擬

中系統物理參數如表 5-1 所示，整體順滑模態控制器的控制方塊圖如圖

5-26 所示。  

 

+
−

we

,  ,  ,  α α θ θ

wτ

 

圖 5-26 順滑模態控制器控制方塊圖  

    吾人選取控制力參數 120 ;  2 ;  0.1oV δ δ= = = ，並設定單輪車系統初始

條件為 [ ]T T0.06 0 0 0 0 0 0α θ α θ β β φ⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ，在此初始狀

態下，代表單輪車向前傾斜 0.06 徑度。另外，平衡控制中不加以考慮之
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轉盤角度 φ 、偏向角度 γ 以及偏向角角速度 γ 狀態的初始狀態設定為

[ ] [ ]T T0 0 0φ γ γ = ，在此初始條件下，由單輪車系統動態方程式(2-79)

式可知，單輪車系統之 β 相關動態、φ相關動態、 γ 相關動態將恆為零，

也就是左右姿態、轉盤角度以及偏向角度在整個控制過程中不會有任何

改變，即整個單輪車系統在此初始條件下可視為一輪型倒單擺系統，故

接下來將只提供前後動態之模擬響應圖。圖 5-27 為順滑模態控制器之單

輪車前後傾角模擬響應圖，5-28 為順滑模態控制器之單輪車系統車輪角

度模擬響應圖，圖 5-29 順滑模態控制器之車輪控制電壓模擬響應圖，由

圖可看出前後傾角收斂速度很快，且控制電壓沒有飽和現象，均屬可實

現範圍。  
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圖 5-27 順滑模態之單輪車前後傾角模擬響應圖( (0)=0.06, (0)=0α β ) 
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圖 5-28 順滑模態之車輪角度模擬響應圖( (0)=0.06, (0)=0α β ) 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

 

圖 5-29 順滑模態之車輪控制電壓模擬響應圖( (0)=0.06, (0)=0α β ) 
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5-5  控制器模擬響應比較 

    本章節吾人將比較各控制器之性能以及強健性。在相同之初始條件

下， [ ]T T0 0 0 0 0.04 0 0α θ α θ β β φ⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ，吾人將 LQR

控制器之單輪車系統左右平衡部份與全狀態回授線性化控制器做比較，

如圖 5-30 單輪車左右傾角模擬響應圖、圖 5-31 轉盤角速度模擬響應圗、

圖 5-32 轉盤控制電壓模擬響應圖，另外，吾人設定在另一相同初始條件

下， [ ]T T0.06 0 0 0 0 0 0α θ α θ β β φ⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ，對 LQR 控制器

之單輪車系統前後平衡部分與順滑模態控制器做比較，如圖 5-33 單輪車

前後傾角模擬響應圖、圖 5-34 車輪角度模擬響應圖、圖 5-35 車輪控制

電壓模擬響應圖。  
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圖 5-30 回授線性化與 LQR 控制器之單輪車左右傾角模擬響應比較圖  
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圖 5-31 回授線性化與 LQR 控制器之轉盤角速度模擬響應比較圖  
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圖 5-32 回授線性化與 LQR 控制器之轉盤控制電壓模擬響應比較圖  
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圖 5-33 順滑模態與 LQR 控制器之單輪車前後傾角模擬響應比較圖  

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
0

0.5

1

1.5

 

 

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 

 

                                    

                                    

 

圖 5-34 順滑模態與 LQR 控制器之車輪角度模擬響應比較圖  
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圖 5-35 順滑模態與 LQR 控制器之車輪控制電壓模擬響應比較圖  

    由模擬響應圖 5-30、圖 5-31、圖 5-32 可看出在左右平衡控制上回

授線性化控制器與 LQR 控制器雖然收斂時間差不多，但回授線性化控制

器在角速度表現卻是比較好的，而且單純的 LQR 控制器電壓飽和時間比

起回授線性化控制器來的長，故全狀態回授線性化控制器性能優於 LQR

控制器。由模擬響應圖 5-33、圖 5-34、圖 5-35，可看出在前後平衡控制

上順滑模態控制器收斂速度比 LQR 控制器快很多，但順滑模態控制器輪

子角度收斂較慢，但以平衡目的而言，順滑模態控制器性能優於 LQR

控制器。接下來吾人將左右傾角初始位置再多偏離平衡點一些，以比較

LQR 控制器以及回授線性化控制器的強健性，首先，吾人設定初始狀態

[ ]T T0 0 0 0 0.042 0 0α θ α θ β β φ⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ，由圖 5-36 可知

LQR 控制器已發散，但由圖 5-37、圖 5-38 及圖 5-39，可知全狀態回授
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線性化控制器還是可以平衡。  

    由圖 5-36、圖 5-37 的比較，吾人可得知在左右平衡控制上全狀態回

授線性化控制器比起單純使用 LQR 控制器更強健，故綜合上述比較，就

單輪車左右平衡控制而言，全狀態回授線性化控制器的效能以及強健性

均優於 LQR 控制器。  

    另外吾人將前後傾角偏離平衡點更遠一點，吾人設定初始條件為

[ ]T T0.18 0 0 0 0 0 0α θ α θ β β φ⎡ ⎤ =⎣ ⎦ 以比較前後平衡控

制器之強健性。由圖 5-40 可看出 LQR 控制器在此狀態下已經發散，反

觀圖 5-41、圖 5-42 以及圖 5-43 的順滑模態控制器可看出系統依舊可以

平衡，且控制電壓的飽和現象不嚴重，故綜合上述比較，就單輪車前後

平衡控制而言，順滑模態的收斂速度以及強健性都優於 LQR 控制器。  
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圖 5-36 LQR 控制器之單輪車左右傾角模擬響應圖( (0)=0, (0)=0.042α β ) 
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圖 5-37 回授線性化之單輪車左右傾角模擬響應圖( (0)=0, (0)=0.042α β ) 
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圖 5-38 回授線性化之轉盤角速度模擬響應圖( (0)=0, (0)=0.042α β ) 
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圖 5-39 回授線性化之轉盤控制電壓模擬響應圖( (0)=0, (0)=0.042α β ) 
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圖 5-40 LQR 控制器之單輪車前後傾角模擬響應圖( (0)=0.18, (0)=0α β ) 
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圖 5-41 順滑模態之單輪車前後傾角模擬響應圖( (0)=0.18, (0)=0α β ) 
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圖 5-42 順滑模態之車輪角度模擬響應圖( (0)=0.18, (0)=0α β ) 
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圖 5-43 順滑模態之車輪控制電壓模擬響應圖( (0)=0.18, (0)=0α β ) 

    接下來吾人將以全狀態回授線性化控制器控制單輪車之左右平衡，

以順滑模態控制器控制單輪車之前後平衡，整體單輪車控制方塊如圖

5-44 所示。  
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圖 5-44 單輪車系統控制方塊圖  
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    吾 人 已 知 ， 單 輪 車 系 統 在 初 始 狀 態

[ ]T T0 0 0 0 0.043 0 0α θ α θ β β φ⎡ ⎤ =⎣ ⎦ 下，全狀態回授線性

化 控 制 器 已 發 散 ， 如 圖 5-45 所 示 。 吾 人 再 設 定 初 始 狀 態 為

[ ]T T0.1 0 0 0 0.043 0 0α θ α θ β β φ⎡ ⎤ =⎣ ⎦ 加以模擬。由圖

5-46 單輪車系統前後傾角響應圖及圖 5-49 單輪車系統左右傾角響應圖

可發現，原本發散的左右平衡方向，在有前傾角度的狀態下，卻可以平

衡，車輪角度響應圖如圖 5-47，轉盤角速度響應圖如圖 5-50 而其控制電

壓響應圖分別如圖 5-48 及圖 5-51，偏向角模擬響應如圖 5-52。故吾人

發現當單輪車系統前後移動時，將有助於左右方向的平衡，此動態也與

實際系統物理現象相符，由此也可再次驗證第二章所推導之單輪車系統

數學模型的正確性。  
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圖 5-45 單輪車左右傾角模擬響應圖( (0)=0, (0)=0.043α β ) 
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圖 5-46 單輪車前後傾角模擬響應圖( (0)=0.1, (0)=0.043α β ) 
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圖 5-47 車輪角度模擬響應圖( (0)=0.1, (0)=0.043α β ) 
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圖 5-48 車輪控制電壓模擬響應圖( (0)=0.1, (0)=0.043α β ) 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-0.04

-0.03

-0.02

-0.01

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

 

圖 5-49 單輪車左右傾角模擬響應圖( (0)=0.1, (0)=0.043α β ) 
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圖 5-50 轉盤角速度模擬響應圖( (0)=0.1, (0)=0.043α β ) 
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圖 5-51 轉盤控制電壓模擬響應圖( (0)=0.1, (0)=0.043α β ) 
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圖 5-52 單輪車系統之偏向角度模擬響應圖( (0)=0.1, (0)=0.043α β ) 
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第六章  單輪車系統機構設計與製作 

6-1  前言 

    單輪車系統機構主要由控制左右姿態的上盤、控制前後姿態的車輪

機構與車體平台所組成，完整機構示意圖如圖 6-1 所示。左右姿態控制

機構主要由馬達與轉盤組成，目的以轉盤轉動所產生之慣性力驅使系統

左右擺動而不倒下。前後姿態控制機構主要由馬達經皮帶組與車輪連接

組成，目的為由馬達經皮帶驅動車輪以達到車體前後平衡。車體平台由

鋁製平板組成，目的為放置電路板、感測器以及電池等。本章將討論如

何設計及建構系統之機構並介紹相關的角度感測器，內容為：6-2 節為

單輪車系統機構設計與製作；6-3 節為單輪車系統之馬達轉動感測器。  

 

圖 6-1 單輪車機構示意圖  
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6-2  單輪車系統機構設計與製作 

    在控制系統中，一個系統之穩定度與效能優良與否，除了控制器的

設計外，機構的設計與組裝也是相當重要的因素。良好的設計與精準的

設置及校正，將可大大減少系統運作時所產生的震動與提升系統運作順

暢度，進而使系統具有優越之性能。以下將依序介紹單輪車系統中所包

含之轉盤機構、車身以及車輪之固定與傳動機制，與其他零件之設計及

規格。  

(1) 轉盤與軸心：  

    本系統之轉盤採用黃銅為材料，因為轉盤的轉動慣量與質量、半徑

有關，為了讓系統有較高之轉動慣量，採用密度較高且易於加工之黃銅

材質。製作上先以車床車出外型後，為了減輕重量但不嚴重降低轉動慣

量的條件下，採用將重量平均集中於轉盤邊緣的方式，所以再經過 CNC 

(Computer Numerical Control)電腦銑床進行轉盤摟空作業及可拆式加重

圓柱的安裝孔洞加工，可拆式加重圓柱用來增加集中於轉盤邊緣的重

量，以提升轉動慣量。而在轉盤與軸心連結固定部份，因為轉盤重量及

轉盤與軸心之間不適合以螺絲固定，又為了提升軸心與轉盤之間運轉時

的咬合度，故本系統在軸心連結上採用卡榫的結構，如圖 6-2 所示，製

作上先以線割機於轉盤軸心安置處切割出一長方形凹槽，而在軸心的部

份也以銑床銑出一長型凹槽，最後再由一塊金屬鋼塊卡住軸心與轉盤。

組裝後如圖 6-3 所示。最後配合繞性聯軸器以及連坐軸承頂住轉盤加以

固定。  
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圖 6-2 轉盤與軸心卡榫結構示意圖  

 

 

圖 6-3 轉盤與軸心結合示意圖  
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(2) 上轉盤機構固定機制  

    在本論文中，為了盡量將重心集中於車體的中心軸線上，故將轉盤

擺放於車體的正上方，所以在裝置上必須將轉盤與馬達架高，以防止轉

盤與車體鋁板碰撞。在馬達固定上，先以一 L 型板固定馬達，再以兩塊

鋁塊加以墊高，為了減輕機構重量，吾人將鋁塊挖成中空狀，另外 L 型

板上有兩溝槽，目的為調整馬達前後位置之用。轉盤部分也用了一塊中

空鋁塊墊上一組連坐軸承(圖 6-4)架高，連結轉盤的軸心一端以連座軸承

支撐，另ㄧ端軸心則透過繞性聯軸器(圖 6-5)與馬達相連接，如圖 6-6 所

示。  

 

 

圖 6-4 連坐軸承  

 

 

圖 6-5 繞性聯軸器  
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圖 6-6 上盤機構示意圖  

(3) 車輪  

    本論文實作中，製作了兩個車輪，因為在實作過程發現，雖然原本

的車輪如圖 6-7 所示，可以達成平衡之目的，但由於輪寬過窄，造成系

統平衡條件相當嚴苛，以至於帶動轉盤之馬達需高速運轉而導致馬達溫

度相當的高，故吾人重新製作一個寬度較寬大的車輪以減低馬達負擔。

論文中所使用之車輪均以鋁材所製，因為鋁材具有相當程度之鋼性且密

度較低，製作上先以車床將外型完成，為了減輕重量以及顧及重量之平

均，再以 CNC 電腦銑床銑出減輕重量之凹槽，最後在外圈裹上一層橡

膠以增加輪子與地面之摩差力。另外在寬度較大的車輪部份，吾人將其

邊緣以車床修成弧形，用以適量增加系統平衡之困難度，以及增加車體

側向傾倒時車輪接觸地表之面積，如圖 6-8 所示。  



 6-6

    

圖 6-7 窄車輪實體圖  

 

    

圖 6-8 寬車輪實體圖  

(4) 底盤與車輪機構固定機制  

    底盤的部份，主要由一片鋁板以及兩片側板所組成，目的在於用以

固定馬達及車輪。底盤的組裝採用打鉚釘的方式，如圖 6-9 所示，將兩
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側板固定於鋁板上，此組裝方式具有相當好的剛性強度，也具可拆的便

利性。在馬達的固定上，先將馬達固定於 L 型板上，再與底盤結合，固

定馬達的 L 型板上有兩溝槽，目的為調整馬達在底盤上之位置。車輪在

底盤的安裝方式為先由兩組壁眼軸承(圖 6-10)固定於底盤側板上，接著

將軸心透過兩組壁眼軸承與車輪連接並固定。  

 

 

圖 6-9 底盤組裝示意圖  

        

圖 6-10 壁眼軸承  

(5) 車輪傳動機制  

    本論文帶動車輪的馬達放置於車輪正上方，目的是為了將重心盡量
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維持在車體中心軸線上，所以車輪與馬達的軸心並非直接連接，而是以

時規皮帶與皮帶輪組連結傳動。皮帶輪組齒輪比採用 1:1，時規皮帶型

號為 118XL，組裝時必須注意皮帶之鬆緊度，過鬆時，皮帶會有振動現

象，且無法精準的傳動。過緊時，除了傳動過程需要更多的力量才得以

驅動皮帶輪外，皮帶還有斷裂之虞，故安裝上適時地調整機構高度並配

合惰輪的使用，才能調整出適當的皮帶鬆緊度。圖 6-11 為本論文使用之

時規皮帶輪組。  

 

 

圖 6-11 時規皮帶與皮帶輪組  

(6) 惰輪機構  

    本系統因為在車輪傳動上採用皮帶傳動，故在車輪傳動系統上，吾

人加裝了一組惰輪，目的在於調整皮帶鬆緊度以及增加皮帶與皮帶輪之

間的咬合度，並可降低傳動時的震動。惰輪為了兼顧剛性以及重量，吾

人採用壓克力與鋁材，並搭配上軸承所構成。如圖 6-12 所示。  
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圖 6-12 惰輪實際機構  

(7) 車身平台  

    單輪車的車身部分，採用鋁板加上鋁柱所構成，主要用來放置電路

板、感測器以及電池等裝置。在鋁柱的設計上，吾人將鋁柱中心全部貫

穿挖空，並設計有卡榫的結構，如圖 6-13 所示，讓車身組裝上更加穩固。

車身組裝部份，採用層層相疊的方式組合，最後再用螺絲條貫穿鋁柱並

以螺帽鎖緊。此方式的剛性強度高，且具有調整車身高度之優點。鋁柱

實體如圖 6-14 所示。  

 

 

圖 6-13 鋁柱結構  
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圖 6-14 鋁柱實體圖  

(8) 馬達  

    本論文所採用的兩顆馬達，均為 Maxon 公司所出產之永磁式直流馬

達，額定輸入電壓為 24 V，額定功率為 150 W。其實際外觀如圖 6-15

所示  

 

 

圖 6-15 馬達  
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(9) 保護裝置  

    單輪車機構上，為了防止運作中發生任何不可預期之意外，吾人在

底盤處加上了限制傾倒角度的安全裝置，此裝置為可調式，可以隨時調

整限制角度，而為了不增加系統平衡控制上的負擔，吾人採用壓克力搭

配鋁材以減低保護裝置的重量，但又兼顧所需之剛性強度，實體機構如

圖 6-16 所示。  

 

 

圖 6-16 保護裝置實體圖  

    將各零組件加以安裝後，上半部機構組裝實體如圖 6-17 所示，底部

機構組裝實體如圖 6-18 所示，整體實體機構如圖 6-19 所示，整體實體

機構正視圖如圖 6-20 所示，整體實體機構側視圖如圖 6-21 所示。  



 6-12

 

圖 6-17 單輪車上半部實體機構圖  

 

圖 6-18 單輪車底部實體機構圖  
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圖 6-19 單輪車實體機構圖  
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圖 6-20 單輪車實體機構正視圖  
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圖 6-21 單輪車實體機構側視圖  
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6-3  馬達角度感測器 

    本論文所採用的馬達角度感測器為企誠公司生產型號為 HS56A 之

增量型光學編碼器，解析度為 2000 ppr (pulse per revolution)，輸入 5 V，

輸出有 A、B、Z 相，其內部結構如圖 6-22 所示，主要由光學盤(optical disk)

與光遮斷器(photo interrupters)以及塑膠外殼組成。  

 

 

圖 6-22 光學編碼器內部結構[33] 

    光學編碼器依輸出訊號可分為數位式及類比式，其中數位式又可分

為增量型和絕對型，本論文採用增量型。數位光學式編碼器原理是以一

個有細縫的圓盤連接馬達的旋轉軸，並且置於相對發光二極體和光感測

器之間，隨著軸心旋轉，當光源照到圓盤空隙時為透光，非空隙的位置

則為不透光，光感測器將透光的有無轉換成相位相差 90 度的脈波訊號，

由此脈波訊號即可得到馬達轉動角度與方向，圖 6-23 為光學編碼器之輸

出示意圖，當順時針旋轉時 A 相超前 B 相 90 度，而逆時針旋轉時 B 相

超前 A 相 90 度，並利用光學式編碼器的介面電路可讀取光學式編碼器
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所送出之 A 相及 B 相的脈波，進行脈波的計數與旋轉方向之辨識。其計

數方式是可在任何點設立原點，然後再以數位的方式表示從該原點算起

之位移或角度之變化量。而 Z 相可稱為標記指數(index)，用來決定編碼

器的絕對零準位(zero)。  

B相

90°

A相

 

圖 6-23 光學編碼器之輸出示意圖  
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第七章  外部硬體電路介紹 

7-1  前言 

    單輪車系統所使用的周邊電路，如 PWM 馬達驅動電路、電源管理

電路、類比數位轉換電路、姿態感測器等，將於本章詳細介紹，除此之

外 也 將 介 紹 本 論 文 中 計 算 控 制 法 則 的 數 位 信 號 處 理 器 核 心 晶片

TMS320F2812 (以下將簡稱為 DSP2812)與其內部模組。主要內容有：7-2

節周邊硬體電路與規格；7-3 節系統核心晶片介紹。  

7-2  周邊硬體電路與規格 

    本章節將詳細介紹單輪車系統所使用之週邊硬體電路與規格，包括

電源管理、類比轉數位、PWM 馬達驅動以及姿態感測電路。  

7-2-1  電源管理與類比數位轉換電路 

    機電系統若要能正常動作，必須要有充足及特定的電力來源，本論

文實作的單輪車系統因為需要相當多不同電壓之電源，故以電池以及電

源供應器搭配穩壓電路以得到系統所需之各種電壓源。本系統所需之電

壓源由表 7-1 表示。  

 

表 7-1 單輪車系統電壓源  

電壓值  系統需求  

18 V 馬達驅動電源  
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12 V 類比多工器電源  

5 V DSP2812 電源、陀螺儀 AXRS300 電源  

3.3 V 陀螺儀 IDG-300 電源、加速規電源  

2.5 V 陀螺儀 AXRS300 參考電壓  

1.23 V 陀螺儀 IDG-300 參考電壓  

    穩壓電路則由 LM1084、LM2576、L7812CV、PQ3RD23、LM317

所組成。LM1084 配合周邊電路即可藉由調整可變電阻的阻值改變輸出

電壓，其最大耐流為 5 A，在此系統調整為 5 V 輸出，應用電路如圖 7-1

所示。  

1 2 3

LM1084

5V

10uFCin5

100uF

Cout5

1k
R5

50k

R6

BAT5V

 

圖 7-1 穩壓電路 LM1084 應用電路圖片  

    L7812CV 為輸出固定電壓 12 V，最大輸出電流 1.5 A，PQ3RD23 為

輸出固定電壓 3.3 V，最大輸出電流為 2 A，兩者應用上只需在輸出輸入

端接上穩壓電容即可。LM2576 配合周邊電路即可藉由調整可變電阻的

阻值改變輸出電壓，在本論文系統中調整為 1.23 V 輸出，其最大耐流為

3 A，其系統應用電路圖如圖 7-2 所示。  



 7-3

100uF
C4

100uF
C6

2000uf
C5

Vin1

Vout 2G
N

D
3

FB 4

O
N

/O
FF

5

LM2576
150uHL1

50k
R4

1.21k
R3

20uHL2

IN5822

3.3V
1.23V

圖 7-2 穩壓電路 LM2576 應用電路圖  

    LM317 配合周邊電路即可藉由調整可變電阻的阻值改變輸出電

壓，在本論文系統中調整為 2.5 V 輸出，其最大耐流為 1.5 A。其應用電

路與 LM1084 相似，系統實際電路如圖 7-3 所示。  

 

 

圖 7-3 穩壓電路 LM317 實際電路圖  

    因為單輪車系統上之感測器為類比訊號輸出，而 DSP2812 為數位訊

號處理器，故在系統應用上必須有類比轉數位的電路。本論文所使用之

類比轉數位電路採用德州儀器公司所生產之 12 位元 A/D 轉換晶片

ADS774 搭配 ANALOG DEVICE 公司所生產之 16 通道類比多工器

(analog multiplexer) ADG506A。ADS774 為單通道之類比轉數位晶片，

可設定四種工作模式為：單極性 0 V~10 V、0 V~20 V 或雙極性-5 V~5 V、

-10 V~10 V。本論文因為系統之類比訊號範圍為 0 V~5 V，故為了提升
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其解析度，採用雙極性-5 V~5 V 的模式。其實際系統應用電路圖如圖 7-4

所示。  

 

CS3

Ao4

R/C5

CE6

NC7

2.5REFout8

Anal_common9

2.5REFin10

VEE11

12/82 VDD1

Bipoffset12

10_range13

20_range14

DB1 17DB2 18DB3 19DB4 20DB5 21

DB6 22DB7 23DB8 24DB9 25

DB0 16

Digi_common 15

DB10 26DB11 27status 28
ADS774VCC

10uF

C1

XRNW

VCC

50
R1

50
R2 VCC

ANSin DB0
DB1
DB2
DB3
DB4
DB5

DB6
DB7
DB8
DB9
DB10
DB11

 

圖 7-4 類比轉數位晶片應用電路  

    因為 ADS774 為單通道之類比轉數位晶片，但是在單輪車系統上，

有多組類比訊號必須擷取，故在實際應用上搭配 ADG506A，16 通道類

比多工器，以達到單一類比轉數位晶片擷取多組類比訊號之目的。  

    ADG506A 可分為兩個工作模式，單電源工作模式以及雙電源工作

模式，單電源模式電源輸入範圍為 10.8 V~16.5 V，此工作模式下，輸入

訊號最大電壓範圍為 0 V~16.5 V，而雙電源工作模式輸入電壓範圍為

10.8 V~16.5 V 以及-10.8 V~-16.5 V，在此工作模式下，輸入訊號的最大

電壓範圍則為-16.5 V~16.5 V。本論文應用中，因為所有的類比訊號均為

正電壓，而且為了電壓管理上之便利，採用單電源 12 V 工作模式，故訊

號電壓輸入範圍為 0 V~12 V，其應用電路圖如圖 7-5 所示，通道切換真

值表如圖 7-6 所示。  
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NC3
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S155

S146

S137
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GND12
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GY1

GZ

AX

EN
A0
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AY

AZ

 

圖 7-5 類比多工器 ADG506A 應用電路圖  

 

 

圖 7-6 類比多工器 ADG506A 真值表[34] 

    在系統上，電源管理以及類比轉數位電路為同ㄧ電路板，其電路實

體圖如圖 7-7 所示。  
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圖 7-7 電源管理與 A/D 轉換電路實體圖  

7-2-2  PWM 馬達驅動電路 

    PWM 驅動方式具有功率傳輸效率高的優點，同時只需單電源供應

即可達到雙電源驅動的效果。本論文所使用的 DSP2812 提供了 6 組共

12 個通道的 PWM 控制訊號，因此相當適合以 PWM 方式驅動直流馬達，

由於 DSP2812 所輸出的訊號無法直接驅動直流馬達，因此 PWM 訊號由

DSP2812 輸出後，必須經過一些外部電路的配合，以擁有足夠的功率來

驅動馬達，另一方面也提供使馬達正反轉的電路機制。  

    本論文之 PWM 馬達驅動電路採用 Allergro 公司出產的 A3941 全橋

控制晶片以及 H-Bridge 電路組成。全橋控制晶片 A3941 為驅動外部

H-Bridge 電路之控制晶片，主要應用於高功率的有刷直流馬達，應用上

需搭配 N 通道場效應電晶體組成的 H-Bridge 電路，它提供了許多的保護

機制，防止馬達快速切換正反轉時，控制訊號電壓不足所造成之誤動作，
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以及避免電晶體導通週期重疊所造成的短路，另外此晶片還提供了兩個

錯誤旗標，主動偵測馬達驅動電路是否有短路現象，或是電流過載以及

控制訊號電壓不足等問題，ㄧ旦問題發生，立即切斷驅動 H-Bridge 電路

訊號，以免造成 H-Bridge 電路以及馬達的傷害，其應用電路圖如圖 7-8

所示。實際應用上，DSP2812 除了 PWM 訊號控制馬達轉速外還須提供

一 GPIO 接腳，目的為控制馬達轉動方向，因 DSP2812 輸出邏輯高準位

時電壓為 3.3 V，而 A3941 邏輯高準位至少要 3.5 V，故應用上吾人在

DSP2812 與 A3941 之間加上邏輯閘晶片 74HC32 將 DSP 的輸出電壓準位

提高為 5 V，以確保 A3941 正常運作。  
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LA

LA
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圖 7-8 全橋控制晶片 A3941 應用電路圖  

    本論文所使用之 H-Bridge 電路是由 International Rectifier 公司所生
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產之 N 通道場效應電晶體 IRF7842 所組成，其最大 DSV (drain to source 

voltage)為 40 V，可承受最大瞬間電流為 140 A，在工作溫度 25 C° 之下，

可承受最大連續電流為 18 A，在工作溫度 70 C° 左右，可承受最大連續電

流為 14 A。本論文的實際應用上，為了確保驅動電路能夠承受系統所需

之電流，故在此吾人將電晶體並聯後，再組成 H-Bridge 電路以增加驅動

電路承受電流的程度，其電路圖如圖 7-9 所示。而隨著使用者需求的不

同，此馬達驅動電路可以更改電晶體型號以求更大承受電流或電壓。系

統實際電路板如圖 7-10 所示。  
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圖 7-9 馬達驅動 H-Bridge 電路圖  
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圖 7-10 PWM 驅動電路實體  

7-2-3  姿態感測電路 

    由於單輪車系統需要得知系統姿態以運算控制力，進而達到平衡目

的，故在本論文中採用慣性量測單位(inertial measurement units)量測系統

姿態，接下來將對論文中所使用之慣性量測單元中的加速規以及陀螺儀

加以介紹。  

7-2-3-1  加速規 

    加速規主要量測物體加速度，其量測之加速度可分為動態加速度

(dynamic acceleration)以及靜態加速度(static acceleration)，動態加速度係

指物體本身的移動以及振動所造成之加速度，靜態加速度係指物體靜止



 7-10

時所受地心引力之重力加速度。本論文所採用之加速規為 ADI 公司所生

產之 ADXL330 三軸加速規，此加速規與實驗室 98 級洪聆剛論文「兩輪

倒單擺機器人之平衡控制」[7]所使用相同，故其介紹可參閱[7]，在此不

多加贅述。並從[7]吾人可得傾角與加速度關係(7-1)式：  

 1sinp

a
g

θ −=  (7-1) 

其中  

 pθ ：系統傾角  

 a ：加速規量測之加速度  

 g ：重心加速度  

    由(7-1)式可以知道在運算過程中必須處理反三角函數，這對核心處

理晶片是一負擔，故吾人採用近似求其解。吾人知道當角度很小時，

sinθ θ≈ ，又單輪車於平衡狀態時，傾倒角度相當的小，故吾人將 (7-1)

式換為(7-2)式  

 sin p

a
g

θ =  (7-2) 

並簡化(7-2)式近似為(7-3)式，圖 7-11 為論文中所使用之加速規實體圖以

及軸向定義。  

 p

a
g

θ =  (7-3) 
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⊗  

圖 7-11 加速規實體與軸向定義圖  

7-2-3-2  陀螺儀 

    本論文所使用之陀螺儀為 InverSense 公司所生產之型號 IDG-300 雙

軸陀螺儀以及 ADI 公司生產之型號 ADXRS300 單軸陀螺儀。首先介紹

IDG-300 雙軸陀螺儀，其主要特性如表 7-2，周邊電路圖如圖 7-12。  

表 7-2 IDG-300 特性表  

工作電壓  3.0 V~3.3 V 

量測範圍  500 / sec± °  

量測靈敏度  2.0 mV / / sec°  

參考電壓  1.23 V 

 

圖 7-12 陀螺儀 IDG-300 周邊電路圖  
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    因為在應用上，吾人需要從陀螺儀得到角速度資訊，故接下來吾人

將實際測試陀螺儀輸出電壓與實際角速度的關係，假設其輸出電壓和角

速度為線性關係，可寫成  

 ( )gyro gyro o offsetK v vω = −  (7-4) 

其中  

 gyroω ：陀螺儀所量得之角速度(rad/s) 

 gyroK ：陀螺儀轉換因子(rad/s/V) 

 ov ：陀螺儀輸出電壓(V) 

 offsetv ：陀螺儀基準電壓(V) 

    其中 offsetv 可由陀螺儀靜置時得知，如圖 7-13 及圖 7-14 所示，由圖

7-13 可看出陀螺儀 IDG-300 靜置時的 X 軸基準電壓平均為 1.485 V，由

圖 7-14 可看出陀螺儀 IDG-3000 靜置時的 Y 軸基準電壓平均為 1.43 V。

為求得(7-4)式中的陀螺儀轉換因子 gyroK ，吾人將陀螺儀架設於一具有光

學編碼器之旋轉平台上，接著轉動旋轉平台可以得到光學編碼器以及陀

螺儀之訊號，最後將光學編碼器所得之旋轉角度進行微分處理以得到旋

轉角速度，再經過單位換算後與陀螺儀電壓訊號相比較，藉此得到陀螺

儀電壓與角速度之間的轉換因子，由於光學編碼器經微分後所得的角速

度訊號雜訊非常嚴重，如圖 7-15，因此無法直接和陀螺儀的量測訊號進

行比較，所以在實際驗證實驗中，吾人先將光學編碼器之角速度訊號經

過移動平均濾波器(moving average filter)進行處理後，再進行比較。  
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圖 7-13 陀螺儀 IDG-300 之 X 軸基準電壓  
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圖 7-14 陀螺儀 IDG-300 之 Y 軸基準電壓  
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圖 7-15 未經移動平均濾波器處理之光學編碼器訊號  

實驗中所使用之移動平均濾波器如(7-5)式所示  

 1

0

1[ ] ( [ ] [ 1] ... [ ( 1)])

1 [ ]
M

k

y n x n x n x n M
M

x n k
M

−

=

= + − + + − −

= −∑
 (7-5) 

其中  

 M ：取樣比數  

 [ ]x n ：輸入訊號  

 [ ]y n ：輸出訊號  

其意義表示每經過 M 筆訊號會先將這 M 筆訊號平均之後再輸出，為一般

常見的低通濾波器，在本實驗中吾人取 M 為 20。整體流程圖如圖 7-16

所示。陀螺儀 X 軸訊號與光學編碼器比較如圖 7-17，Y 軸如圖 7-18。  
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圖 7-16 陀螺儀校正流程圖  
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圖 7-17 陀螺儀 X 軸與光學編碼器訊號比較  
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圖 7-18 陀螺儀 Y 軸與光學編碼器訊號比較  

由圖 7-17 以及圖 7-18 可發現，陀螺儀訊號與光學編碼器趨勢相似，但

差ㄧ常數增益，經過實驗後發現，陀螺儀 X 軸訊號乘上轉換因子 gyroxK 為

9.9 時，以及陀螺儀Y 軸訊號乘上轉換因子 gyroyK 為 9.7 時，光學編碼器之

角速度訊號與陀螺儀量測之角速度訊號重合度最佳。如圖 7-19 及圖 7-20

所示。  

    經過陀螺儀校正實驗後，吾人可得陀螺儀電壓訊號與角速度關係如

(7-6)式與(7-7)式。  

 9.9( 1.485)gyrox xovω = −  (7-6) 

 9.7( 1.43)gyroy yovω = −  (7-7) 
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圖 7-19 陀螺儀 X 軸乘上轉換因子與光學編碼器訊號比較  
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圖 7-20 陀螺儀 Y 軸乘上轉換因子與光學編碼器訊號比較  
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    吾人利用(7-6)式與(7-7)式可以將陀螺儀訊號轉為角速度，以獲得系

統姿態。在陀螺儀的架設上，與加速規ㄧ樣都具有方向性，所以架設上

必需注意軸向是否正確，本論文 IDG-300 陀螺儀實體架設與軸向定義如

圖 7-21 所示。  

 

 

圖 7-21 IDG-300 陀螺儀實體架設與軸向定意圖  

    而在實作過程中，吾人發現 IDG-300 雖可量測兩軸向之優點，但是

卻有著解析度不佳之缺失，造成控制時系統的不穩定，因為在實際控制

上發現，Y 軸向必需要有較佳解析度之回授訊號，系統才有較佳穩定度，

故本系統以 ADXRS300 單軸陀螺儀代替 IDG-300 之Y 軸向訊號，以剔除

其解析度不佳問題。  

    吾人可由圖 7-22 明顯看出兩陀螺儀之解析度差異，雙軸陀螺儀

IDG-300 之角速度訊號因為解析度不足而呈現階梯波現象，相較之下單

軸陀螺儀 ADXRS300 角速度訊號較為平滑，由此可知 ADXRS300 之單

位刻度比 IDG-300 小，故解析度較高。  

Y

X
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圖 7-22 IDG-300 與 ADXRS300 訊號比較圖  

    ADXRS300 其主要特性參數如表 7-3 所示，周邊電路如圖 7-23 所

示，其實際架設與軸向定義如圖 7-24 所示。應用上，吾人也必須知道

ADXRS300 之轉換因子，故為求其轉換因子，吾人也作了相關的校正實

驗，由圖 7-25 可知 ADXRS300 靜置時的基準電壓約為 2.4155 V，由圖

7-26 以及圖 7-27 可發現，當轉換因子為 3.4 時，其陀螺儀角速度訊號與

光學編碼器訊號有最佳契合度，並由此可得 ADXRS300 角速度與電壓關

係(7-8)式  

 _ 3.4( 2.4155)gyro adxrs yovω = −  (7-8) 

表 7-3 ADXRS300 特性表  

工作電壓  4.75 V~5.25 V 
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量測範圍  300 / sec± °  

量測靈敏度  5.0 mV / / sec°  

參考電壓  2.5 V 

 

 

圖 7-23 ADXRS300 周邊電路圖  

 

 

圖 7-24 ADXRS300 實際架設與軸向定義圖  

Y

⊗
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圖 7-25 陀螺儀 ADXRS300 基準電壓  
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圖 7-26 ADXRS300 與光學編碼器訊號比較  
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圖 7-27 ADXRS300 乘上轉換因子與光學編碼器訊號比較  

7-3  系統核心晶片介紹 

7-3-1  數位訊號處理器 TMS320F2812 

    數位訊號處理器 TMS320F2812 的內部核心工作電壓是 1.8 V，外部

週邊 I/O 則為 3.3 V，且 CPU 核心含有一 32 位元的中央算數邏輯單元

(Central Arithmetic Logic Unit, CALU)來執行乘、加運算及邏輯運算。而

內部工作頻率是由外部震盪器(oscillator) 30 MHz，經由相鎖迴路(phase 

lock loop, PLL)所產生的 150 MHz 核心工作頻率，其指令週期時序為 6.67 

ns，也就是每秒 150 百萬指令週期 (Million Instructions Per Second, 

MIPS) ，且能夠在一個指令週期內，完成 32×32 位元或兩個 16×16 位

元的  MAC (Multiply Add Calculation)指令計算。在核心記憶體部分，有
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五個 SARAM 記憶區塊可供使用者撰寫程式，另外有一 128K 快閃記憶

體  (flash)可供程式燒錄之用。其次，處理器內建之週邊電路可與外界 I/O

溝 通 ， 如 QEP (Quadrature Encoder Pulse) 、 PWM (Pulse Width 

Modulation)、GPIO (General Purpose I/O)，以下將依序詳述之。  

7-3-1-1  QEP 模組簡介 

    TMS320F2812 晶片中，內建有兩組 QEP 介面電路，可用來接收光

學式編碼器的輸出訊號，此輸出訊號具有可變頻率及 1/4 週期(90 度)相

位差之兩串列脈波，藉由判別兩個串列脈波何者超前，即可判斷馬達的

旋轉方向，同時藉由脈波數及脈波頻率即可決定馬達旋轉位置與速度。  

    由光學式編碼器輸出兩個方形編碼脈波之上升邊緣與下降邊緣，會

經由 TMS320F2812 內部 QEP 介面電路之 CAP1/QEP1 與 CAP2/QEP2 接

腳偵測並計數，並由內部 QEP 介面電路中的方向偵測邏輯來決定光學式

編碼器輸出的哪一脈波為超前，然後它將可以產生一個方向信號做為所

選擇計時器之方向輸入。例如在 TMS320F2812 的 CAP1/QEP1 接腳偵測

到輸入脈波為超前時，則計數器為上數，反之則計數器為下數。  

    其中，數位訊號處理器內部 QEP 介面電路會自動產生一個方波時脈

頻率作為參考基準，並且為光學式編碼器輸入串列脈波之四倍頻，故讀

取 QEP 暫存器位址之內含值為實際光學式編碼器所輸出實際值之四

倍，因而可以提高解析度。圖 7-28 為光學編碼器產生的脈波及

TMS320F2812 內部計時器時脈與方向示意圖，其中 CAP1/QEP1 和

CAP2/QEP2 為 QEP 電路模組從光學編碼器所讀入的訊號，CLK 則是 QEP

電路模組的時脈訊號，DIR 表示往上計數或是往下計數。  
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CAP1/QEP1

CAP2/QEP2

CLK

DIR  

圖 7-28 方形編碼脈波及計數與時脈與方向之示意圖  

7-3-1-2  PWM 模組簡介 

    TMS320F2812 晶片中，內部共有 12 個 PWM，並分成 PWM1~6 及

PWM7~12 兩組，提供六相互補的 PWM 波形，可用於兩軸的三相馬達控

制。其優點能使馬達在寬廣的操作範圍內，將總諧波失真減至最少，同

時降低操作時馬達工作溫度、提高效率、改善功率因數等，並且常使用

於馬達的速度控制及位置控制、DC-DC 轉換器、電力電子等運用，應用

的範圍相當廣泛。  

 

(1) PWM 模組之腳位描述 : 

    在 TMS320F2812 之 PWM 模組中，有兩組共 12 支外部類比輸出入

信號接腳，分別為 PWM1~6 與 PWM7~12 兩組接腳，可提供六相互補的

PWM 波形，同時可由外部 PDPINTAn 與 PDPINTBn 接腳提供驅動器保

護之用。  
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(2) PWM 模組之概要描述 : 

(a) PWM 信號是一個具有改變脈波寬度之固定長度週期的串列脈

波，此脈波寬度可依據預設值或調變信號來決定。在馬達控制

中，PWM 是控制驅動電力到馬達的時間，並可提供三相馬達不

同大小的頻率、相電壓、相電流以及能量，進而控制馬達轉速

與轉矩。  

(b) 產生 PWM 週期訊號，需要有一個計時器，以重複計數其週期

值。此方式為調整比較暫存器的內含值，此內含值將不斷與計

時器的計數值做比較，當比較符合時相對應的腳位將會發生轉

態 ; 當第二次比較符合時，另一個轉態將產生。因此改變比較

暫存器調變值，則 PWM 輸出脈波使外部電路晶體開與關之比

例值也跟著改變。在 TMS320F2812 中將由計數器 1 (Timer1) 分

別和比較暫存器 1~3 (CMPR1~3)相比較，對應輸出接腳為

PWM1~6，而計數器 3 (Timer3)和分別和比較暫存器 4~6 

(CMPR4~6)相比較，對應輸出接腳為 PWM7~12。  

(c) 在直流伺服馬達運動控制上，常利用 T 型或 H 型電路做為驅動

電路。因為要避免驅動電路中元件導通週期互相重疊，以致於

電路的短路或誤動作，而需利用停滯的方式來避免上述之缺

陷，故 PWM 的停滯帶(dead band)設定是相當重要的。一個停

滯時間的產生，通常介於一個電晶體導通與另一個電晶體截止

之間，此時間將依電晶體或驅動電路的改變而有所變化。  

(d) 由 EV (event manager)模組產生 PWM 輸出，是以三組比較單元

中之一組，與 GP 計時器 1 或 GP 計時器 3、停滯單元與 EV 模
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組輸出邏輯之結合，將可產生一組可程式停滯帶與輸出極性之

PWM 輸出。在 EV 模組內，三組比較單元會有六個 PWM 輸出，

此六個 PWM 輸出將可以方便地使用在三相交流感應馬達控制

或直流無刷馬達，藉由比較動作暫存器 (ACTRx)之設定，使

PWM 輸出接腳將更有彈性選擇輸出，使其在控制切換式與同步

式磁阻馬達更加容易，在實務應用上更加廣泛。  

(e) 在 PWM 暫存器的設定上有下列幾個步驟：  

 設定暫存器 ACTRx。  

 若有使用停滯帶時，設定 DBTCONx。  

 初始化 CMPRx。  

 設定 COMCONx。  

 設定 T1CON (EVA)或 T3CON (EVB)且開始執行。  

 可重新寫入新值至 CMPRx。  

(f) 在計時比較器工作時，可由數位訊號處理器內部暫存器 TxCNT

和暫存器 TxCMPR 相互做比較，來決定 PWM 波形的寬度，以

及利用暫存器 TxPR 決定 PWM 的週期時間，且可以設定產生

非對稱或對稱之 PWM 波形，由 TxPWM 腳輸出。非對稱波形

由於其 PWM 波形為鋸齒波，因此調變出的方形脈波並不在於

PWM 週期中間，如圖 7-29 所示，每一個脈波之寬度僅能從脈

波之ㄧ邊做改變。另外，對稱波形之特徵，為調變脈波在每一

個 PWM 週期中間，如圖 7-30 所示。對稱 PWM 會優於非對稱

PWM 信號，在於每一個 PWM 週期之開始與結束時期間內，會

有兩個非主動區域，調整上可較靈活。  
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圖 7-29 PWM 非對稱波形示意圖  
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圖 7-30 PWM 對稱波形示意圖  

7-3-1-3  通用型輸入輸出(General Purpose I/O, GPIO)介面 

    TMS320F2812 晶片中，擁有 56 個通用型輸入輸出(General Purpose 

I/O)接腳，其大部份的接腳都作為晶片內部的專用功能來使用，如
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CMPR、QEP、PWM、CAN、SCI、CAP 等專用功能。而 TMS320F2812

內建的 GPIO 模組介面提供了一種靈活的配置方法，可以用來控制並設

定每個晶片接腳的使用功能。其中 GPxMux 暫存器是用來選擇晶片接腳

的操作模式，藉由此暫存器的設置，便可將晶片接腳設為專用功能模式

或是周邊數位 I/O 模式來使用。若晶片接腳被設定為周邊數位 I/O 模式

時，還必須透過  GPxDIR 暫存器將其接腳配置為輸入或輸出模式。  

    而 TMS320F2812 將所有的數位 I/O 接腳進行分組，分別是 GPIO-A、

B、D、E、F、G 而每組都可視為一個 I/O 埠。而在 GPIO-A、B、D、E

的部分，當設置為數位 I/O 模式時，必須再設置暫存器 GPxQUAL 以消

除 I/O 接腳的雜訊。每個 I/O 埠都有其相關的暫存器，通過不同 I/O 埠

暫存器的設定，可將每個 I/O 接腳設定為不同的使用功能。雖然每一個

接腳可以擁有不同的功能，但是每一個接腳在同一時間只能當作一種功

能使用。另外，GPIO 介面在使用上的設定有下列幾個步驟：  

(3) 設定暫存器 GPxMUX：  

當 GPxMUX=0，則對應接腳被配置為周邊數位 I/O 模式。  

當 GPxMUX=1，則對應接腳被配置為專用功能模式。  

(4) 設定暫存器 GPxDIR：  

當 GPxDIR=0，則對應接腳被配置為輸入接腳。  

當 GPxDIR=1，則對應接腳被配置為輸出接腳。  

(5) 設定暫存器 GPxQUAL：  

當使用的數位 I/O 埠為 GPIO-A、B、D、E 時，將 GPxQUAL 設置為  

0x0000。  
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第八章  互補濾波器 

8-1  前言 

    為了達到單輪車系統之平衡控制，吾人必須取得系統的姿態訊號，

而系統姿態訊號之正確性，將影響系統響應的優良與否。本論文中，以

陀螺儀和加速規來感測車體姿態，其中角速度可以直接由陀螺儀量測訊

號取得。角度資訊的部份，第ㄧ個方法可由加速規感測取得，但是加速

規的量測訊號易受到系統移動、震動或外在雜訊等干擾，嚴重影響角度

量測的正確性。另ㄧ取得角度資訊之方法為，由陀螺儀量測訊號積分後

即可得，但此方法也存在著訊號漂移問題，因為陀螺儀量測訊號含有雜

訊及本身的訊號準位漂移，故在積分後，會造成角度的漂移而使角度訊

號失真。故本論文採用互補濾波器(complementary filter) [37]-[40]將兩個

感測器訊號混合，以改善前述角度量測方法之缺失，進而取得更理想的

角度訊號。在 8-2 節中將介紹互補濾波器之架構，8-3 節中將介紹互補濾

波器的設計過程以及模擬結果，8-4 節中將展示實際感測器訊號經互補

濾波器之結果。  

8-2  互補濾波器簡介 

    在實際系統運作的頻域中，要找到ㄧ個在系統運作均表現優良之感

測器，通常都具有昂貴、笨重、體積龐大的缺點。互補濾波器主要概念

是混合兩種不同頻域特性的感測器來量測同ㄧ物理量，互相補足另ㄧ感

測器之短處 [38]。當利用兩種不同頻域特性之感測器時，分別利用兩種

不同頻段的濾波器對其訊號個別進行濾波處理，取出感測器在各頻域中
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輸出訊號表現優良的部分，最後混合兩訊號以求得較佳的量測訊號。本

論文中採用加速規以及陀螺儀兩種感測器來感測車體傾角，由於加速規

的訊號會因為系統移動以及震動的干擾而影響到高頻區段量測訊號之正

確性，而陀螺儀的輸出訊號經積分後，則會因為準位偏移誤差以及雜訊

的干擾使得積分訊號隨時間而漂移，而此現象可視為低頻雜訊 [37]，故

吾人分別以低通濾波器取出加速規之低頻訊號，以高通濾波器濾除陀螺

儀量測訊號積分後之低頻雜訊，最後混合兩濾波訊號以得到較正確的角

度感測值。本論文中所使用之互補濾波器可用(8-1)式表示：  

 1 2( ) ( ) g
a

y
x F s y F s

s
= +  (8-1) 

其中  

    x ：估測狀態  

    ay ：加速規量測所得的傾角  

    gy ：陀螺儀量測所得的傾角速度  

    1( )F s ：一階低通濾波器  

    2 ( )F s ：一階高通濾波器  

    吾人為了確保訊號經濾波器處理後，不會產生振幅失真，因此設計

上必需符合(8-2)式。  

 1 2( ) ( ) 1F s F s+ =  (8-2) 

當滿足(8-2)式條件時，則稱此濾波器為互補濾波器。本系統之互補濾波

器處理流程圖如圖 8-1 所示。  
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1
F s s

τ
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圖 8-1 互補濾波器處理流程方塊圖  

其中  

    τ ：時間常數，其定義為 2 cfτ π≡ ， cf 為濾波器的截止頻率  

    estθ ：估測角度  

8-3  互補濾波器之設計實現與模擬結果 

    在本節中，將介紹 8-2 節所提之一階數位高通與低通濾波器的實

現，因為 8-2 節中的濾波器是屬於頻率域，在應用上必需先對其轉回時

間域，再得到濾波器的差分方程式後，才得以使用。吾人將最後之結果

以 MATLAB 進行模擬。首先考慮低通濾波器：  

 1
1

1

( ) 1( )
( ) 1

Y sF s sU s
τ

= =
+

 (8-3) 

其中  

    1( )Y s ：低通濾波器輸出  
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    1( )U s ：低通濾波器輸入  

將(8-3)式移項後可以得到  

 1 1 1( ) ( ) ( )sY s Y s U s
τ

+ =  (8-4) 

取反拉式轉換後可以得到  

 1 1 1
1( ) ( ) ( )y t y t u t
τ

+ =  (8-5) 

接下來要將(8-5)式離散化，考慮微分的數值近似公式為  

 1 1 1
1( ) | k k

t kT
y yy t

T
−

=

−
≈  (8-6) 

其中 T 為取樣時間， 1ky 為 1y 在第 K 時刻的取樣值， 1 1ky − 為 1y 在第 1K − 時

刻的取樣值，則(8-5)式可以寫成差分方程式為  

 1 1 1
1 1

1 ( )k k
k k

y yy u
Tτ

−−
+ =  (8-7) 

1ku 為 1u 在 K 時刻的取樣值，(8-7)式經移項整理後可以寫為  

 1 1 1 1

1

1 1k k k
Ty y u

T T
τ

τ τ

−= +
+ +

 (8-8) 

令  

 1
T

T
α

τ

≡
+

 (8-9) 

由(8-9)式，可以將(8-8)式寫成  
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 1 1 1 1(1 )k k ky y uα α−= − +  (8-10) 

接下來考慮高通濾波器：  

 2
2

2

( )( )
( ) 1

s
Y sF s sU s

τ

τ

= =
+

 (8-11) 

其中  

    2 ( )Y s ：高通濾波器輸出  

    2 ( )U s ：高通濾波器輸入  

同理，將(8-11)式移項後取反拉式轉換可以得到  

 2 2 2
1 1( ) ( ) ( )y t y t u t
τ τ

+ =  (8-12) 

經由離散化後移項整理可以得到  

 2 2 1 2 2 1

1

( )1k k k ky y u u
T
τ

τ

− −= + −
+

 (8-13) 

其中 2ky 為 2y 在第 K 時刻的取樣值， 2 1ky − 為 2y 在第 1K − 時刻的取樣值， 2ku

為 2u 在第 K 時刻的取樣值， 2 1ku − 為 2u 在第 1K − 時刻的取樣值，令  

 

1

1T
τβ

τ

≡
+

 (8-14) 

可以將(8-13)式簡化為  
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 2 2 1 2 2 1( )k k k ky y u uβ − −= + −  (8-15) 

    由 (8-10)式與 (8-15)式，可發現濾波器必需設計的部份為時間常數

τ ，或是截止頻率 cf ，而截止頻率的設計必須盡量取高，這樣才能確保

陀螺儀之低頻雜訊得予濾除，但過高的截止頻率可能使得加速規的高頻

雜訊進入系統，故截止頻率的選取將是影響互補濾波器輸出訊號正確性

之重要因素。  

    接下來，為驗證吾人所設計之互補濾波器性能，將先以 MATLAB

進行模擬，模擬中，取樣時間為 0.001 秒，而加速規量測角度模擬訊號

為(8-16)式所示  

 1sin( ) ( )acc t n tθ = +  (8-16) 

其所量得的角度為 sin( )t 加上一量測雜訊 1( )n t ， 1( )n t 為一平均值為零之隨

機雜訊，訊號 accθ 如圖 8-2 所示。而陀螺儀所量測之模擬角速度訊號為

(8-17)式所示  

 2cos( ) ( )gyro t n tω = +  (8-17) 

其所量得的角速度為 cos( )t 加上一量測雜訊 2 ( )n t ，而 2 ( )n t 為一平均值為

-0.02 之隨機雜訊，用來模擬陀螺儀直流準位的漂移現象，則訊號 gyroω 如

圖 8-3 所示。  
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圖 8-2 加速規量測角度模擬圖  
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圖 8-3 陀螺儀量測角速度模擬圖  
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吾人令理想角度訊號 idealθ 為(8-18)式  

 sin( )ideal tθ =  (8-18) 

idealθ 訊號如圖 8-4 所示。首先由圖 8-2 與圖 8-4 比較可知直接由加速規所

得之訊號無法直接使用。接著將陀螺儀所得之角速度訊號經積分後與理

想角度比較，模擬圖如圖 8-5 所示。由圖 8-5 可發現陀螺儀訊號隨著時

間的累積，積分結果會嚴重的漂移，綜合上述吾人得知直接由加速規量

測角度或由陀螺儀之角速度訊號經積分後角度當作系統之角度回授都是

不可行的。接下來將使用互補濾波器來改善角度訊號並與理想角度比

較，首先由圖 8-6 至圖 8-8 的頻譜分佈圖可知，為了濾除陀螺儀積分後

的低頻雜訊及加速規訊號的高頻雜訊，吾人設定截止頻率 2.5cf =  Hz。  
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圖 8-4 理想角度模擬圖  
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圖 8-5 陀螺儀角速度訊號經積分模擬圖  
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圖 8-6 理想角度頻譜  
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圖 8-7 加速規模擬角度頻譜  
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圖 8-8 陀螺儀模擬積分角度頻譜  
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    接下來將加速規與陀螺儀所量測之角度訊號經互補濾波器混合後與

理想角度比較，其模擬圖如圖 8-9、局部放大圖如圖 8-10 所示。由圖 8-9、

圖 8-10 可以看出濾波器輸出訊號和理想角度幾乎重疊，因此所設計的互

補濾波器確實改善了加速規訊號裡面所掺雜的雜訊以及陀螺儀量測訊號

積分所造成的漂移現象。接著比較當加速規角度訊號經由低通濾波器

後，以及陀螺儀角度訊號經由高通濾波器後，與互補濾波器之效能，比

較圖如圖 8-11 所示。由圖 8-11 可發現陀螺儀積分後經高通濾波器，雖

然改善漂移的現象，但震幅卻嚴重失真，而加速規角度訊號經低通後，

雖然改善了雜訊的問題，但產生了些許相位與震幅的失真，由圖 8-12 與

理想角度誤差值可更清楚知道互補濾波器之輸出與加速規角度訊號經低

通濾波後之效能差異。綜合上述之模擬比較，吾人得知互補濾波器可得

到較佳的角度訊號，而且在實際應用上的運算過程並不複雜且易於實現。 
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圖 8-9 互補濾波器輸出角度與理想角度比較  
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圖 8-10 互補濾波器輸出角度與理想角度比較局部放大圖  

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

 

 
                                                          

 
 

時間 (秒)

角
度 (

徑
度)

理想角度
加速規角度經低通濾波器
陀螺儀角度經高通濾波器

 

圖 8-11 濾波器之比較  
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圖 8-12 濾波器訊號與理想角度誤差  

8-4  互補濾波器實作驗證 

    本節將使用系統上感測器之實際訊號，實現前述互補濾波器之驗

證。因為系統上，有兩種型號之陀螺儀，故吾人將對其個別驗證，驗證

實驗中，吾人以光學編碼器作為理想角度參考值，因為光學編碼器不易

受搖晃及雜訊之干擾而且精準度高，故適合作為基準角度。此驗證實驗

採用企誠公司所生產之型號 HS30 光學編碼器，其解析度為 500 ppr，實

際量測角度訊號如圖 8-13，而因為其解析度不足而有階梯波現象，故吾

人將其訊號經移動平均濾波器處理，結果如圖 8-14 所示。首先為加速規

ADXL330 搭配陀螺儀 IDG-300 之驗證實驗，實際系統加速規角度訊號

如圖 8-15，由圖 8-15 可看出實際加速規角度訊號雜訊參雜嚴重，實際系

統陀螺儀 IDG-300 角速度訊號如圖 8-16。  
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圖 8-13 光學編碼器量測角度訊號圖  
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圖 8-14 光學編碼器量測角度經移動平均濾波器訊號圖(IDG-300) 
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圖 8-15 實際加速規量測角度訊號圖(IDG-300) 

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
-0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

時間 (秒)

角
速
度 

(

徑
度\

秒)

 

圖 8-16 實際陀螺儀 IDG-300 量測角速度圖  
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    將陀螺儀角速度訊號經積分後與基準角度比較可看出角度漂移，如

圖 8-17。接下來將使用互補濾波器改善角度訊號並與理想角度比較，首

先由圖 8-18 至圖 8-20 的頻譜分佈圖，吾人設定截止頻率 cf 大約為 25 Hz。 

    接下來將對量測訊號進行濾波器處理及比較，首先圖 8-21 為加速規

量測角度經低通濾波器後與基準角度做比較，由圖 8-21 可看出角度訊號

經低通濾波後有落後之傾向。由圖 8-22 陀螺儀角速度訊號積分後再經過

高通濾波後與基準角度比較，可看出經高通濾波器後，訊號振幅已縮小

失真，無法當作角度回授。圖 8-23 為經過互補濾波器處理之角度訊號與

基準角度比較，由圖 8-23 可看出濾波訊號非常接近基準角度，故可驗證

互補濾波器之效能以及可行性。圖 8-24 為互補濾波器與基準角度誤差值

與加速規角度訊號經低通濾波器後與基準角度誤差值比較圖，由圖 8-24

可看出互補濾波器的確優於單純使用加速規。  
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圖 8-17 陀螺儀 IDG-300 角速度經積分與基準角度比較圖  
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圖 8-18 光學編碼器角度頻譜(IDG-300) 
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圖 8-19 加速規角度頻譜(IDG-300) 
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圖 8-20 陀螺儀積分角度頻譜(IDG-300) 
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圖 8-21 加速規角度經低通濾波與基準角度比較圖(IDG-300) 
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圖 8-22 陀螺儀 IDG-300 積分經高通濾波與基準角度比較圖  
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圖 8-23 訊號經互補濾波器角度與基準角度比較圖(IDG-300) 
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圖 8-24 互補濾波器誤差與加速規角度誤差比較圖(IDG-300) 

    接下來將使用加速規 ADXL330 搭配陀螺儀 ADXRS300 進行互補濾

波器驗證。圖 8-25 為光學編碼器經移動平均濾波器之基準角度，圖 8-26

為實際加速規量測角度訊號，圖 8-27 為陀螺儀量測角速度訊號，由圖可

知兩訊號均參雜嚴重雜訊，另外，由圖 8-28 可發現陀螺儀角速度訊號經

積分後其訊號漂移嚴重。接下來將使用互補濾波器來改善角度訊號並與

理想角度比較，首先由圖 8-29 至圖 8-31 的頻譜分佈圖，吾人設定截止

頻率 cf 大約為 2.5 Hz。  

    接下來對所量測訊號經濾波器處理並加以比較，由圖 8-32 加速規量

測角度經低通濾波器後與基準角度比較，可看出角度訊號經低通濾波後

的落後傾向。由圖 8-33 陀螺儀角速度訊號積分後經高通濾波器與基準角

度比較，可看出經高通濾波器後，訊號振幅縮小失真。  
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圖 8-25 光學編碼器量測角度經濾波訊號圖(ADXRS300) 
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圖 8-26 實際加速規量測角度訊號圖(ADXRS300) 
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圖 8-27 實際陀螺儀 ADXRS300 量測角速度圖  
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圖 8-28 陀螺儀 ADXRS300 角速度經積分與基準角度比較圖  
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圖 8-29 光學編碼器角度頻譜(ADXRS300) 
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圖 8-30 加速規角度頻譜(ADXRS300) 
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圖 8-31 陀螺儀積分角度頻譜(ADXRS300) 
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圖 8-32 加速規角度經低通濾波與基準角度比較圖(ADXRS300) 
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圖 8-33 陀螺儀 ADXRS300 積分經高通濾波與基準角度比較圖  

    由圖 8-34 互補濾波器處理之角度訊號與基準角度比較，可看出濾波

訊號非常接近基準角度，故可驗證互補濾波器在此感測器組合之可行

性。由圖 8-35 互補濾波器與基準角度誤差值與加速規角度訊號經低通濾

波器後與基準角度誤差值比較圖可知互補濾波器優於單純使用加速規。  

    最後，因為以上實際感測器訊號的驗證實驗是以手動搖晃系統來進

行量測，與實際系統平衡時的振動頻率會有不同，故吾人擷取實際系統

平衡時，互補濾波器角度頻譜圖，以及系統平衡時未經濾波前加速規角

度與陀螺儀積分後角度的頻譜圖，再度確認吾人所取用之截止頻率的可

行性。圖 8-36、圖 8-37、圖 8-38，為前後傾角相關的頻譜分佈圖，圖

8-39、圖 8-40、圖 8-41，為左右傾角相關的頻譜分佈圖，由所以頻譜圖

可發現，吾人選取之截止頻率在 2.5 Hz 左右是可以濾除陀螺儀積分後的

低頻雜訊以及加速規的高頻雜訊。  
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圖 8-34 訊號經互補濾波器角度與基準角度比較圖(ADXRS300) 
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圖 8-35 互補濾波器誤差與加速規角度誤差比較圖(ADXRS300) 
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圖 8-36 互補濾波器輸出前後傾角頻譜  
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圖 8-37 加速規 x軸角度頻譜  
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圖 8-38 陀螺儀 ADXRS300 積分角度頻譜  
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圖 8-39 互補濾波器輸出左右傾角頻譜  
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圖 8-40 加速規 y軸角度頻譜  
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圖 8-41 陀螺儀 IDG-300 積分角度頻譜  
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第九章  實驗結果 

9-1  前言 

    本論文以數位訊號處理器為控制核心，配合慣性量測元件以建構ㄧ

單輪車系統，其整體系統架構如圖 9-1 所示。本章將對第五章所設計之

單輪車平衡控制器進行實作驗證，而其控制參數乃參考第五章控制器設

計所得。由於單輪車系統非線性項過於複雜且存在外在不確定因素的干

擾下，在實際的平衡控制時，LQR 控制器會使得系統逐漸發散，故本論

文採用全狀態回授線性化控制器以及順滑模態控制器來實現單輪車系統

的平衡控制。本章內容包含：9-2 單輪車系統平衡控制實驗；9-3 實驗結

論。  

陀螺儀

加速規

光學編碼器

類比多工器

TMS320F2812
DSP控制板

PWM
直流馬達驅動電路

XDS510PP
模擬器

ADC電路

 

圖 9-1 單輪車整體系統架構方塊圖  
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圖 9-2 單輪車整體系統控制方塊圖  

9-2  單輪車系統平衡控制實驗 

    此章節將說明單輪車系統平衡實驗結果，單輪車系統為極度不穩定

的系統，許多因素都將影響其實際平衡的情形，例如雜訊、機構重心、

或地板的傾斜等等，均對系統平衡有一定的影響。實驗中吾人以回授線

性化控制器來控制單輪車系統的左右平衡，以順滑模態控制器控制單輪

車系統前後的平衡。接下來吾人將實作分為兩個部份，第一部份，吾人

將系統姿態初始位置偏離平衡點後，再進行平衡，以觀察系統之暫態響

應。在本論文實作中，吾人分別將系統的左右傾角以及前後傾角偏離平

衡點，並觀察其平衡的暫態響應，以驗證實際系統上，控制器之性能。

而因為在實際系統上，未送電給予控制力之前，車輪將任意的滑動，造

成兩軸向同時偏離平衡點的初始狀態無法成功擺放，故論文中並無提供

兩方向同時偏離平衡點之暫態響應實作結果。實作第二部份吾人於系統

平衡時給予推力擾動，以觀察其強健性。  

    首先為前後方向偏離平衡點較多，而左右方向幾乎無偏離平衡點的
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平衡狀況。實驗中吾人給予前後傾角初始值約為 0.06 徑度，而左右傾角

初始值約為 0.005 徑度。由圖 9-3 單輪車系統前後傾角實作響應圖可看

出，角度快速收斂並約於 0.03± 徑度間來回擺盪，由圖 9-4 車輪角度實作

響應圖可看出車輪為了系統的平衡而前後移動，並可看出車輪因為一開

始系統向前傾倒而向前移動，最後慢慢回到平衡點附近來回移動。圖 9-5

為車輪控制電壓響應圖，由圖可看出電壓一開始因系統偏離平衡點而產

生較大控制力，其於皆在 8±  V 跳動，並未達飽和電壓。圖 9-6 為單輪車

系統左右傾角實作響應圖，由圖可看出除了在外在因素的干擾下有較大

擺幅外，左右傾角大致於 0.02± 徑度間擺盪，由圖 9-7 為轉盤速度實作響

應圖可看出轉盤為達到左右平衡而不停地左右轉動。圖 9-8 為單輪車系

統轉盤控制電壓圖，由圖可看出，除了在外在因素影響或錯誤角度訊號

干擾下有短暫的電壓飽和現象以外，其餘均屬正常工作電壓範圍。  

    接下來將左右方向偏離平衡點較多，而前後方向幾乎無偏離平衡點

的平衡狀況。實驗中左右傾角初始值約 0.04 徑度，而前後傾角初始值約

-0.003 徑度。由圖 9-9 單輪車前後傾角響應圖可看出，除了外在因素干

擾時有較大的擺幅外，大致角度約於 0.03± 徑度間來回擺盪，由圖 9-10

車輪角度響應圖可看出車輪為了系統的平衡而於平衡點附近來回移動。

由圖 9-11 車輪控制電壓圖可看出控制電壓未飽和。圖 9-12 為單輪車系

統左右傾角響應圖可看出左右傾角大約放置偏離平衡點 0.04 徑度，送電

後由於瞬間啟動時加速度無法達到預期，使得角度稍微再偏離平衡點一

些後隨即慢慢收斂於平衡點，並大致於 0.02± 徑度間擺盪，由圖 9-13 轉

盤角速度響應圖可知轉盤速度因一開始系統偏離平衡點而快速轉動，並

在系統穩定後，緩慢的降低速度，由圖 9-14 轉盤控制電壓圖可看出除了

因為系統一開始偏離平衡點，而呈現飽和 18 V 外，在穩態下皆未飽和。 



 9-4

0 5 10 15 20 25 30
-0.06

-0.04

-0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

 (
)

 

圖 9-3 單輪車系統前後傾角實作響應圖( (0) 0.06,  (0) 0.005α β= = ) 
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圖 9-4 單輪車系統車輪角度實作響應圖( (0) 0.06,  (0) 0.005α β= = ) 
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圖 9-5 單輪車系統車輪控制電壓實作響應圖( (0) 0.06,  (0) 0.005α β= = ) 

0 5 10 15 20 25 30
-0.04

-0.03

-0.02

-0.01

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

 (
)

 

圖 9-6 單輪車系統左右傾角實作響應圖( (0) 0.06,  (0) 0.005α β= = ) 
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圖 9-7 單輪車系統轉盤角速度實作響應圖( (0) 0.06,  (0) 0.005α β= = ) 
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圖 9-8 單輪車系統轉盤控制電壓實作響應圖( (0) 0.06,  (0) 0.005α β= = ) 
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圖 9-9 單輪車系統前後傾角實作響應圖( (0) 0.003,  (0) 0.04α β= − = ) 
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圖 9-10 單輪車系統車輪角度實作響應圖( (0) 0.003,  (0) 0.04α β= − = ) 
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圖 9-11 單輪車系統車輪控制電壓實作響應圖( (0) 0.003,  (0) 0.04α β= − = ) 
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圖 9-12 單輪車系統左右傾角實作響應圖( (0) 0.003,  (0) 0.04α β= − = ) 
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圖 9-13 單輪車系統轉盤角速度實作響應圖( (0) 0.003,  (0) 0.04α β= − = ) 
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圖 9-14 單輪車系統轉盤控制電壓實作響應圖( (0) 0.003,  (0) 0.04α β= − = ) 
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    為了驗證系統之強健性，吾人將對平衡中的單輪車系統進行擾動實

驗，實驗中吾人大約在 7.5 秒左右給予一向前推擾動，並在 14 秒左右給

予一向右推擾動，並觀察系統響應。  

    由圖 9-15 擾動下單輪車系統前後傾角響應圖，可看出系統於 7.5 秒

的擾動後快速地收斂，但由於 14 秒左右的右推擾動使得系統轉盤為了維

持平衡而持續轉動，連帶使得前後平衡受到干擾，故 15~25 秒之間振幅

較大，但最後依舊可以維持前後的穩定，圖 9-16 為擾動下單輪車系統車

輪角度響應圖，由此響應圖可看出車輪於 7.5 秒前移動速度慢，擾動後

移動加快，並在 15~25 秒前後傾角較大的時候移動範圍較大，圖 9-17

為擾動下單輪車系統車輪控制電壓響應圖，由此響應圖可看出在給予前

推力擾動時，控制電壓較大，但均未達飽和電壓，由上述結果可知吾人

所設計之順滑模態控制器具有良好的強健性。  

    由圖 9-18 擾動下單輪車系統左右傾角響應圖可看出角度在 7.5 秒的

前推擾動下，出現了突波，此突波為感測器受干擾而出現之錯誤角度，

在實際系統上並無如此大的偏擺角度，而在 14 秒給予單輪車一右推擾動

後，可看到系統左右傾角被推離平衡點約 0.05 徑度後，迅速往回擺動且

趨於穩定，由圖 9-19 擾動下單輪車系統轉盤角速度響應圖可看出轉盤在

14 秒的右推擾動後，轉盤為了維持系統平衡，由原本向左轉動迅速變為

向右轉動，並在系統穩定後，慢慢降低速度，由圖 9-20 擾動下單輪車系

統轉盤控制電壓響應圖可看出在 14 秒左右的擾動後，控制電壓呈現短暫

飽和電壓-18 V 的狀態，其餘在穩定平衡的情況下皆屬正常電壓範圍或

是極短暫的飽和電壓。由上述結果可驗證吾人所設計之回授線性化控制

器其控制強健性。  
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圖 9-15 擾動下單輪車系統前後傾角響應圖  
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圖 9-16 擾動下單輪車系統車輪角度響應圖  
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圖 9-17 擾動下單輪車系統車輪控制電壓響應圖  
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圖 9-18 擾動下單輪車系統左右傾角響應圖  
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圖 9-19 擾動下單輪車系統轉盤角速度響應圖  
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圖 9-20 擾動下單輪車系統轉盤控制電壓響應圖  
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9-3  實驗結論 

    在本章吾人完成了單輪車系統的平衡控制，並驗證其強健性，觀察

所有的實驗結果，單輪車前後傾角收斂快速，此現象與模擬時相符合，

左右傾角的部分一旦偏離平衡點較多時，控制電壓就會飽和，此現象也

與模擬相似，另外，實作的過程中，發現 LQR 控制器無法使系統穩定收

斂，故也證實 LQR 控制器性能較差。在實作的過程中，吾人也發現，單

輪車系統在移動的情形下，的確是有助於左右的平衡控制，而系統有左

右傾倒的情況下配合前後移動時，系統的偏向角度的確會改變，此現象

也與模擬相符。另外，在單輪車的平衡控制中，機構的重心、配重以及

地面的傾斜等，均會影響其平衡的狀態，而且前後平衡控制以及左右平

衡控制之間運作時的震動也會互相影響彼此的平衡，由此也可發現單輪

車系統控制之困難度。  
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第十章  結論與未來展望 

10-1  結論 

    在本論文中，吾人主要研究為設計並實現單輪車系統，並對其設計

平衡控制器以達到平衡控制之目的。研究中，吾人先依單輪車系統的物

理特性利用 Euler-Lagrangian Method 以及座標軸轉換的概念求得系統的

動態數學模型，並對結合直流馬達系統識別(system identification)後所得

之完整單輪車系統數學模型進行 LQR 控制器與回授線性化控制器以及

順滑模態控制器之設計，再利用 Simulink 做系統模擬以驗證其可行性，

並對模擬結果進行比較。吾人由模擬結果發現在前後平衡控制上以順滑

模態控制器優於 LQR 控制器，在左右平衡控制上以回授線性化控制器亦

優於單純使用 LQR 控制器。在感測器訊號處理上，吾人採用互補濾波器

以取得較佳之回授訊號，並實際驗證其可行性。最後以數位訊號處理器

(TMS320F2812)為基礎，並配合吾人自行設計之周邊電路以及利用 C 語

言撰寫實現互補濾波器和平衡控制器，並驗證系統正確性。經實驗驗證，

性能較差之 LQR 控制器在實作上並無法使系統穩定平衡，而以回授線性

化控制器以及順滑模態控制器搭配互補濾波器的應用，可使得單輪車系

統成功地達到平衡控制。  

10-2  未來展望 

    在論文的研究過程中，吾人發現感測器之精良對系統具有相當的影

響，不管是訊號雜訊所造成的震動，或解析度不佳所造成的系統不穩定

等，因此在未來的研究上，可選用穩定性及抗雜訊較佳之類比感測器或
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取樣頻率較高之數位感測器以提升系統穩定性。  

    本論文成功實現單輪車系統的平衡控制，在未來的研究上，可依本

論文理論及經驗為基礎，發展更具挑戰性的單輪車軌跡追蹤控制，但由

於單輪車極度不穩定的特性，使得軌跡追蹤控制更顯困難。  
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附錄A  單輪車系統動態方程式 
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[ sin cos cos cos 2 cos sin cos cos cos

cos sin cos cos sin sin 2 sin cos sin sin sin
dxI

β θ

βθ β θ βθ β θ γ β θ γθ β θ θ

αβ α β αβ α β αγ α α β αφ α β

β α α β β α α β βγ α β β βφ α β

+ − + −

+ − + + +

+ − − −
2 2

2 2

2 2 2 2 2

2 2

sin cos sin cos ]
[ cos cos cos sin sin cos sin cos cos sin

cos cos sin sin cos sin cos cos
2 cos sin cos sin 2 sin cos sin cos sin
2 sin cos

dyI
γ α β φ α β

α α β φ φ α β φ α α β φ φ

αβ α β φ αβ α β φ αβ β φ
αγ α α β φ αγ α β β φ φ

αφ β

+ +

+ − − +

− + −

− −

+ 2 2

2 2 2

2 2 2 2

2

sin cos cos sin cos cos cos
sin sin cos sin cos sin cos sin cos sin sin sin
sin cos cos sin 2 cos cos sin sin 2 cos sin cos

2 cos sin cos sin 2 cos c

φ φ αφ α β φ αφ α β φ

β α β φ φ β α α β φ β α α β φ

β α β φ φ βγ α β β φ βγ β β φ

βγ α β φ φ βγ α

+ −

− − +

− − +

− + 2

2 2

2 2 2 2 2

2 2 2

2

os cos sin
2 cos sin cos cos sin sin sin cos sin sin sin
2 cos cos sin cos sin sin cos cos cos sin
2 sin cos sin 2 cos cos cos sin
2 cos cos sin cos 2

β φ φ

βφ α α β φ φ βφ α β φ βφ α β φ
γ α β β φ φ γ β φ γ α β φ

γφ β φ φ γφ α β φ φ

γφ α β β φ

− − +

+ + +

− +

+ − 2

2 2

cos cos sin sin ]
[ cos cos cos sin sin sin sin cos cos sindzI

γφ α β β φ
α α β φ φ α β φ α α β φ φ+ − −
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2 2 2 2 2

2 2

2 2

2

cos sin cos cos cos sin cos cos
2 cos sin cos cos 2 sin cos sin cos sin

cos cos sin cos cos cos 2 sin cos sin
cos sin cos cos sin sin cos sin

αβ β φ αβ α β φ αβ α β φ
αγ α α β φ αγ α β β φ φ

αφ α β φ αφ α β φ αφ β φ φ

β α α β φ β α β φ φ β

− − +

− +

− + −

− + + 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2

cos sin sin cos
sin cos cos sin 2 cos cos sin cos

2 cos sin cos sin 2 cos cos cos sin 2 cos sin sin
2 cos sin cos cos sin sin sin cos sin sin sin
2 cos co

α α β φ

β α β φ φ βγ α β β φ

βγ α β φ φ βγ α β φ φ βγ β β φ

βφ α α β φ φ βφ α β φ βφ α β φ
γ α

+ −

+ − +

+ + −

− 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2

2 2 2 2

s sin cos sin sin sin cos cos cos
2 sin cos sin 2 cos cos cos sin 2 cos cos sin cos
2 cos cos sin sin ]

[ cos cos sin cos 2 cos sin cos sin cosbxI

β β φ φ γ β φ γ α β φ

γφ β φ φ γφ α β φ φ γφ α β β φ

γφ α β β φ

αβ α β αβ α β αγ α α β γ α

+ +

+ − −

+

+ − + + 2

2 2

2

2 2 2 2 2

2

cos sin cos cos sin sin 2 sin cos sin ]
[ sin cos 2 cos sin sin ]

[ sin cos cos cos 2 cos sin cos cos cos

cos sin cos cos sin sin 2

by

bz

I

I

β

β α α β β α α β βγ α β β

α β αβ β βγ β β γ β

αβ α β αβ α β αγ α α β γ α β

β α α β β α α β

+ − −

+ − − + +

+ − − +

− + − 2cos cos sin ] 0βγ α β β =

 

. (4)Eq ：  

2 2 2

2 2

2 2

2

[ sin cos ]

[ sin cos sin sin cos cos cos

cos sin sin ]
1 1 1 1[ sin cos sin sin cos
2 2 2 2

w r r r

d r r r r r

r r r

b r r r r

m l l l

m ll ll ll ll l

ll l l

m ll ll ll ll

γ β βγ β θ

α α α α αγ α β βγ α β βγ β

γ α β γ β θ

α α α α αγ α β βγ α

− − +

+ − + + − −

− − +

+ − + + −

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

cos

1cos cos sin sin ]
2

[ cos sin cos 2 cos cos cos cos sin ]

[ cos sin ]

[ cos sin cos 2 cos cos cos cos sin ]

r r r r

wx

wy

wz w

l ll l l

I

I

I

β

βγ β γ α β γ β θ

β θ θ βγ β βγ β θ γ β θ θ

βγ β γ β θ

β θ θ βγ β βγ β θ γ β θ θ τ

− − − +

+ + − −

+ − − +

+ − − + + =

 

. (5)Eq ：  
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2 2 2

2 2 2 2

2

[ sin cos cos cos sin sin sin cos ]

[ cos sin sin sin sin cos 2 sin cos sin

cos cos sin cos cos cos sin cos sin

sin sin cos

dx

dy

I

I

αβ α αγ α β β α βγ α β γ α β φ

α φ φ αβ α φ αβ α φ αγ β φ φ

αγ α β φ αγ α β φ β α φ φ

βγ α β φ

− + + − + +

− − − + +

+ − +

− + 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

sin sin sin 2 cos sin cos cos sin
cos cos cos sin sin cos sin cos cos sin sin
cos cos sin cos ]

[ cos sin sin sin sin cos cos cos sin

cos cos c
dzI

βγ α β φ βγ α α β φ φ

γ α β φ φ γ β φ φ γ α β β φ

γ α β β φ

α φ φ αβ α φ αβ α φ αγ α β φ

αγ α β

−

+ − −

+

− + − −

+ 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2

os 2 sin cos sin sin cos sin
sin sin cos sin sin sin 2 cos sin cos cos sin
cos cos cos sin sin cos sin
cos cos sin sin cos cos sin cos ] d

φ αγ β φ φ β α φ φ

βγ α β φ βγ α β φ βγ α α β φ φ

γ α β φ φ γ β φ φ

γ α β β φ γ α β β φ τ

− −

+ − +

− +

+ − =

 

 



自述 

姓名  ：陳奕隆  

Name ：Yi-Lung Chen 

生日  ：1986/02/19 

出生地：台灣  嘉義市  

住址  ：嘉義縣竹崎鄉灣橋村五間厝 49 之 21 號  

電話  ：(05)2791710 

學歷  ：  

 國立成功大學工程科學系研究所  

 元智大學電機工程學系  

 國立嘉義高中   

 嘉義市蘭潭國中  

 嘉義市林森國小  

 


